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あらまし 

有限体の標数および素体がどのようになっているかを述べ，さらに素体上の多項式の最小分解体として捉えること

によって，その存在と一意性について解説する．そしてさらに，多項式環の剰余環として有限体を構成する方法につ

いても言及していく． 

 
Abstract 

First, we describe characteristics and prime fields of finite fields, then explain the existence and uniqueness of finite fields 
as minimal decomposition fields of polynomials over prime fields. Further, we present the method of composition of finite 
fields as factor rings of polynomial rings. 
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1. はじめに 

 

大学初年次の代数学では，群，環，体などの代数系について学ぶ．体は有限集合のとき有限体（またはガロア

体）という．ガロア体という名称は，これを最初に考えたガロアの名前に因むものである．そうでないときは無

限体と呼ばれる．有限体は必ず可換体である（ウェダーバーンの定理）ことが知られている． 

 有理整数環 Z は単項イデアル整域であり， Zm 対して 

が素数である．である．すなわち極大イデアルが素イデアルである，が体剰余環 mmm  ZZZ  

が成り立つ．よって p が素数のとき pFZZ p/ は有限体であるが，特に 3,2p の場合の演算表を示すと次

のようになる． 

例１  1,02/ ZZ  

  0  1  

 

  0  1  

0  0  1  0  0  0  

1  1  0  1  0  1  
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 もちろん有限体 K の標数は素数 pであり，その素体 pF は K の部分体であるから，K は pF 上の線形空間と見

なすことができる．言い換えれば K の pF 上の次元が nのとき，K の一組の基底を nvvv1 ,,, 2  とすれば，

K の任意の元は 

 p1 Fvvv  nnn cccccc ,,, 21221   

の形に一意的に表される．よって， K の元の個数は
np であることがわかる．よって 

 

定理（有限体の元の個数） 

有限体 K について nKK
p

 ]:[dim pF F のとき， K の元の個数は
np に等しい．■ 

 

となる． 

 さて，有限体の乗法群の構造について述べると次のようになる． 

 

補題 

 体 Kの 0 と異なる元全体のつくる乗法群
K  において，その有限部分群はすべて巡回群である．■ 

定理（有限体の乗法群） 

 標数が素数の有限体 K ，その素体を pF として， K を pF 上の線形空間と見て nK
p

Fdim とすれば， K の元

の個数は
np であり，乗法群

K の元の個数は 1np で巡回群である．■ 

 

 この巡回群
K の生成元のことを，有限体 K の原始元ということもある． 

 次に，有限体の存在と一意性については以下の通りである． 

 

定理（有限体の存在と一意性）4) 

任意の素数 p と自然数 nに対して，元の個数が
np となる有限体 Kが存在する．このような K は素体 pF 上の多

項式 xx
np  の最小分解体に同型である．したがって，同型を度外視して一意的に定まる．■ 

（証明） 

 pF を pF の代数的閉包とし，   
npK ;pF とおけば，K が体になることが容易に確かめられる．K

は多項式 xxxf
np )( の解の全体であり，形式的微分 011)( 1  npn xpxf と )(xf の共通の解は存在

しない。よって， )(xf は重解を持たないので， K の元の個数は
np である． 

【証明終】 

 

 この結果から元の個数が
npq  の有限体はすべて同型であるが，これを )(qGF と表すことがある． 
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例 2  2,1,03/ ZZ  

  0  1  2  

 

  0  1  2  

0  0  1  2  0  0  0  0  

1  1  2  0  1  0  1  2  

2  2  0  1  2  0  2  1  

 

 本論文においては，有限体の標数および素体について述べ，さらにその存在と一意性について解説する．そして，

具体的に有限体を構成する方法についても紹介する 1)2)3)4)5)6)7)8)9)10)11)12)13)． 

 

2. 有限体の性質 
 

体 K の単位元 K1 に対して， n回加えると 0 になる，すなわち 01111  KKKK n となるような自

然数 nの中で最小の数を K の標数といい， )(char K と表す．ただし K にこのような自然数 nが存在しないとき

は， 0)(char K と定義することにする．標数が 0 ではない場合，その標数 pは素数であることがわかってい

る．また，標数が素数 p の体 K の元 ba , に対して 

  ppp baba   そして   nnn ppp baba   

が成り立つことがわかる． 

さらに体 K のすべての部分体の共通部分からなる体を，体 K の素体といい，K の素体は K の最小の部分体で

ある．例えば，有理数体 Q ，実数体 R ，複素数体 Cの標数は 0 であり，素数 pに対して pFZZ p/ の標数は

pである．これらについて以下のことが知られている． 

 

定理（標数と素体）3) 

体 K の単位元を K1 ，素体を F するとき，次の(O-1),(O-2),(O-3)は互いに同値である． 

(O-1) 0)(char K  

(O-2) Zn に対して， 01  Kn ならば 0n  

(O-3) QF   

また，素数 pに対して，次の(P-1),(P-2),(P-3)は互いに同値である． 

(P-1) pK )(char  

(P-2) 01  Kp   

(P-3) pFZZF  p     ■ 
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 もちろん有限体 K の標数は素数 pであり，その素体 pF は K の部分体であるから，K は pF 上の線形空間と見

なすことができる．言い換えれば K の pF 上の次元が nのとき，K の一組の基底を nvvv1 ,,, 2  とすれば，

K の任意の元は 

 p1 Fvvv  nnn cccccc ,,, 21221   

の形に一意的に表される．よって， K の元の個数は
np であることがわかる．よって 

 

定理（有限体の元の個数） 

有限体 K について nKK
p

 ]:[dim pF F のとき， K の元の個数は
np に等しい．■ 

 

となる． 

 さて，有限体の乗法群の構造について述べると次のようになる． 

 

補題 

 体 Kの 0 と異なる元全体のつくる乗法群
K  において，その有限部分群はすべて巡回群である．■ 

定理（有限体の乗法群） 

 標数が素数の有限体 K ，その素体を pF として， K を pF 上の線形空間と見て nK
p

Fdim とすれば， K の元

の個数は
np であり，乗法群

K の元の個数は 1np で巡回群である．■ 

 

 この巡回群
K の生成元のことを，有限体 K の原始元ということもある． 

 次に，有限体の存在と一意性については以下の通りである． 

 

定理（有限体の存在と一意性）4) 

任意の素数 p と自然数 nに対して，元の個数が
np となる有限体 Kが存在する．このような K は素体 pF 上の多

項式 xx
np  の最小分解体に同型である．したがって，同型を度外視して一意的に定まる．■ 

（証明） 

 pF を pF の代数的閉包とし，   
npK ;pF とおけば，K が体になることが容易に確かめられる．K

は多項式 xxxf
np )( の解の全体であり，形式的微分 011)( 1  npn xpxf と )(xf の共通の解は存在

しない。よって， )(xf は重解を持たないので， K の元の個数は
np である． 

【証明終】 

 

 この結果から元の個数が
npq  の有限体はすべて同型であるが，これを )(qGF と表すことがある． 
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F の元を，上のように二通りに表示しておくと， F の演算のうち，和では右の表示，積では左の表示を用いる

ことにより，演算を簡便化することができる． 

また， ][xpF のモニックな n次既約多項式のうち，
)( npGF の生成元を根にもつものを原始既約多項式という

ことがある． 

 以下に，有限体の構成についての例を挙げることにする． 

 

例１（ )2( 2GF ）6)8) 

 1,022  ZZF 上の 2 次多項式で既約であるものは 12  xx だけである．実際にこれ以外の3つは 

   
 1

,111
,

2

2

2







xxxx
xxx

xxx
 

と，積として表される．また， 12  xx が因数分解できたとしてみると 

     
  bdxbcadacx

dcbadcxbaxxx



2

2 ,,,1 2F
 

であるから 














1
1

1

bd
bcad

ac
 

でなければならない．よって， 1ac より 1,1  ca が得られ， 1bd より 1,1  db が得られる．ところ

が，このとき 02  bcad となり矛盾が生じる．したがって， 12  xx は 2F 上で既約であることがわかる． 

 よって， 12  xx で生成されるイデアル  12  xxI は，極大イデアルであり 

     IxIxIIkkIxkkIx  1,,1,,; 1010 22 FF  

は元の個数が 422  の有限体 )4(GF である．ここで 

 IxII ,11,0  

とおくと， は 012  xx の   Ix2F における解であるから 

1101 222    

となる．すると の冪は 

    11211
,1

23

2








 

なので， が )2( 2GF の原始元であることがわかる． 
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3. 有限体の構成 
 

可換体 Rについて多項式環  xR は単項イデアル整域であり， R上の多項式 )(xf に対して 

    上既約である．がである．すなわち極大イデアルが素イデアルである，が体剰余環 RxfxfxfxR )()()(][   

が成り立つ．実際に，元の個数が
np の有限体を作るときは，以下の結果 

 

定理（有限体の構成方法）5)6)7) 

)(xp を pF 上の n次既約多項式とすれば，     xpxpF は pF の n次拡大体で，元の個数が
np の有限体である．

■ 

ということに基づく．まず最初に pF 上の既約な n次多項式 )(xf を一つ選び，剰余環     xpxF pF として構

成して行く．このとき xの剰余類を  )(xpxx  とおくと 

  )(0)()()(  xpxpp   

であり， )( を用いて計算することにより， F の元は一意的に 

  )(,,,, 1210
1

1
2

210  


 pFn
n

n cccccccc    

の形に表される． 

 したがって， の冪もまたすべて   の形に表されることがわかる． 

 ところが， は一般には，巡回群
F の生成元ではなく， の冪は

F のすべての元を尽くすとは限らないこ

とには注意が必要となる． 

有限体 )( npGF を取り扱う場合には，それと同型な体     xpxpF のうちで,根 x が巡回群
F の生成元で

あるような pF 上の n次既約多項式 )(xp を選ぶことによって，有限体 F を構成する方が都合がよい． 

もしも )(xp が，上述のように都合よく選ばれているならば 

    nq pqF  
ただし，1,,,,0 12    

であるから， の冪を， )( を用いて計算することにより，すべてを   の形に書き表すことにする．このとき F

のおのおのの元は，一方では指数による表示，一方では   の形の表示と，二通りに表示される． 










































1

00

1

1
1,21,20,2

2

1
1,1,0,

11

q

n
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F の元を，上のように二通りに表示しておくと， F の演算のうち，和では右の表示，積では左の表示を用いる

ことにより，演算を簡便化することができる． 

また， ][xpF のモニックな n次既約多項式のうち，
)( npGF の生成元を根にもつものを原始既約多項式という

ことがある． 

 以下に，有限体の構成についての例を挙げることにする． 

 

例１（ )2( 2GF ）6)8) 

 1,022  ZZF 上の 2 次多項式で既約であるものは 12  xx だけである．実際にこれ以外の3つは 

   
 1

,111
,

2

2

2







xxxx
xxx

xxx
 

と，積として表される．また， 12  xx が因数分解できたとしてみると 

     
  bdxbcadacx

dcbadcxbaxxx



2

2 ,,,1 2F
 

であるから 














1
1

1

bd
bcad

ac
 

でなければならない．よって， 1ac より 1,1  ca が得られ， 1bd より 1,1  db が得られる．ところ

が，このとき 02  bcad となり矛盾が生じる．したがって， 12  xx は 2F 上で既約であることがわかる． 

 よって， 12  xx で生成されるイデアル  12  xxI は，極大イデアルであり 

     IxIxIIkkIxkkIx  1,,1,,; 1010 22 FF  

は元の個数が 422  の有限体 )4(GF である．ここで 

 IxII ,11,0  

とおくと， は 012  xx の   Ix2F における解であるから 

1101 222    

となる．すると の冪は 

    11211
,1

23

2








 

なので， が )2( 2GF の原始元であることがわかる． 
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であるから， 0222  xx は 3F の中には解をもたない．したがって， )(xp は ][x3F において既約な 2 次多項

式であることがわかる． 

よって，    222
3  xxxF は元の個数が 932  の有限体 )9(GF である．ここで x とおくと

0222  xx の    222
3  xxxF における解であるから 

1
22022

2

22








 

であることを用いての冪を計算すると以下のように 

 

 
 

  113212
,22421222

,22122
,2

,223122
,12

,1

28

27

26

5

24

23

2





























＋

 

となるから， は )3( 2GF の原始元であることがわかる．よって，上の計算結果から 

 
 
 




22,21,2,2,1,,2,1,0
2,22,2,2,12,1,,1,0

,,,,,,,1,0)9( 765432




GF
 

と書くことができる．この演算表は以下の通りとなる． 

  0  1 2    1  2  2  21  22 

0  0  1 2    1  2  2  21  22 

1 1 2  0  1  2    21  22  2  

2  2  0  1 2    1  22   2  21

    1  2  2  21  22  0  1 2  

1  1  2    21  22  2  1 2  0  

2  2    1  22  2  21  2  0  1 

2  2  21  22   0  1 2    1  2  

21  21  22   2  1 2  0  1  2    

22   22   2  21  2  0  1 2    1  
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よって，  1,,1,0)4(  GF となっている． 

演算表は次の通りになる． 

 

  0  1   1

 

  0  1   1

0  0  1   1 0  0  0  0  0  

1 1 0  1    1 0  1   1

    1  0  1   0    1  1 

1  1    1 0  1  0  1  1   

 

 

例２（ )3( 2GF ）7) 

 まず， ][x3F の中から 

1)( 2  xxf  

を選んでみる． 

 

これについて 

214)2(,211)1(,1)0(  fff  

であるから， 3F の中に解をもたないので， )(xf は ][x3F において既約な 2 次多項式である． 

よって，    12
3 xxF は元の個数が 932  であるような有限体 )9(GF である． x とおくと，これは

012 x の    12
3 xxF における解であるから 

2
101

2

22








 

が成り立つ．すると 

14222
,2
24

3








 

であるから，  は )3( 2GF の原始元ではないことがわかる， 

原始既約多項式を見つけるために， ][x3F の中から改めて 

22)( 2  xxxp  

を選ぶことにする．これについて 

110244)2(,25221)1(,2)0(  ppp  

－ 110－

大学初年次における数学教材の提案（その 11）～有限体入門～



 

 ― 7 ― 

であるから， 0222  xx は 3F の中には解をもたない．したがって， )(xp は ][x3F において既約な 2 次多項

式であることがわかる． 

よって，    222
3  xxxF は元の個数が 932  の有限体 )9(GF である．ここで x とおくと

0222  xx の    222
3  xxxF における解であるから 

1
22022

2

22








 

であることを用いての冪を計算すると以下のように 

 

 
 

  113212
,22421222

,22122
,2

,223122
,12

,1

28

27

26

5

24

23

2





























＋

 

となるから， は )3( 2GF の原始元であることがわかる．よって，上の計算結果から 

 
 
 




22,21,2,2,1,,2,1,0
2,22,2,2,12,1,,1,0

,,,,,,,1,0)9( 765432




GF
 

と書くことができる．この演算表は以下の通りとなる． 

  0  1 2    1  2  2  21  22 

0  0  1 2    1  2  2  21  22 

1 1 2  0  1  2    21  22  2  

2  2  0  1 2    1  22   2  21

    1  2  2  21  22  0  1 2  

1  1  2    21  22  2  1 2  0  

2  2    1  22  2  21  2  0  1 

2  2  21  22   0  1 2    1  2  

21  21  22   2  1 2  0  1  2    

22   22   2  21  2  0  1 2    1  
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4. おわりに 
 

 有限体は，ガロア体と呼ぶことからもわかるように，初めてこの概念を公表したのはガロアによるものである．

その後，デデキントが多項式環における剰余環として有限体を構成した．このことまでを，この論文では紹介し

た．さらに，有限体のガロア群も興味ある問題である．また近年では，有限体は符号理論の数学的基礎として，

重要な役割を果たしている． 
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 0  1 2    1  2  2  21  22 

0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  

1 0  1 2    1  2  2  21  22 

2  0  2  1 2  22  21    2  1  

  0    2  1  21  1 22   2  2  

1  0  1  22   21  2    2  2  1 

2  0  2  21  1   22  2  1  2  

2  0  2    22  2  2  1  1 21

21  0  21  2  2  2  1  1 22    

22   0  22   1  2  1 2  21    2  

 

（例２の追記）7) 

 例２で示した  は )3( 2GF の原始元ではなかった．しかし，    12
3 xxF の元は 

 31010 , F kkkk   

の形に一意的に表されるので 

  22,21,2,2,1,,2,1,0)3( 2 GF  

となっている． そこで 212  を用いて積を計算すると，乗積表は以下の通りになる． 

 0  1 2    1  2  2  21  22

0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  

1 0  1 2    1  2  2  21  22

2  0  2  1 2  22 21    2  1  

  0    2  2  2  22 1 1  21

1  0  1  22  2  2  1 21  2    

2  0  2  21  22 1   1  2  2  

2  0  2    1 21  1  2  22 2  

21  0  21  2  1  2  2  22    1 

22  0  22  1  21    2  2  1 2  
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4. おわりに 
 

 有限体は，ガロア体と呼ぶことからもわかるように，初めてこの概念を公表したのはガロアによるものである．

その後，デデキントが多項式環における剰余環として有限体を構成した．このことまでを，この論文では紹介し

た．さらに，有限体のガロア群も興味ある問題である．また近年では，有限体は符号理論の数学的基礎として，

重要な役割を果たしている． 
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