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あらまし 

大学初年次の数学科目において,さまざまな機会に結合律について触れる.そこで結合律から一般結合律が導かれ,そ

して半群においては,どの2つから先に結合したとしても積は一つの値に確定するので,括弧は省略できることをしっか

りと説明したい. 

 

Abstract 
Associative Law in semigroup is shown for freshman. Generalized associative law is derived from associative law. Therefore 

we may abbreviate parentheses in semigroup. 
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1. はじめに 

 

 大学初年次教育の数学において,重要でありながら講義時間の制約などの理由により割愛されている事項が数

多く存在している.その一つとして,一般結合律がある.これがどのようなものであり,どのような意味をもって

いるのかを紹介して行きたい. 

 集合 S に二項演算 が定義されて, S の任意の 3 つの元 cba ,, について結合律 

   cbacba    

が成り立つとき, S は半群と呼ばれる.結合律が成り立つものには,実数（または,複素数）の加法および乗法,行

列の加法および乗法,ベクトルの加法,写像の合成などがある.情報科学の中に登場してくるものとしても,集合

演算,命題論理,束,ブール代数など枚挙に遑が無い 1).しかし,結合律が成り立てば何が言えて,それがどう活用

されているのかについての解説をする機会がほとんどない.しかし,小学校に入学以来いつでもと言ってよいほ

ど無意識に活用してきている事柄なのである. 

 例えば,半群 S の 4 つの元 wzyx ,,, について演算 を行うとき,どの 2 つから先に結合させるかによって 
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の 5 通りの異なる結果が考えられる.ところが結合律が成り立てば,最終的に得られる元はすべて一致するとい

うものである 2). 
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 すると, 1A から得られる結果 1s は, kA1 から得られる結果 に一致する.さらに, kA から得られる結果 ks もま

た kA1 から得られる結果 に一致することがわかる.したがって,    1,,3,21  nkssk  が成り立つ

ことが示された.〔証明終〕 

 さらに上記定理の系として次の結果が示されるが,ここでは敢えて数学的帰納法を用いて,直接証明すること

としたい. 

 系 半群 S の元の n個の項からなる列 naaa ,,, 21  について 

     1,,2,1212121  nraaaaaaaaa nnrrr   

が成り立つ 4). 

〔証明〕 nについての数学的帰納法を用いて証明する.今, 4≧n としておく.もし nr 1 であるならば,定義

に他ならないので nr 1 としておく. 

    
    
 
右辺

左辺













nnrr

nnrr

nnrr

aaaaa
aaaaa
aaaaa





111

111

111

 

となることがわかる.〔証明終〕 

 

3. おわりに 
 

 肝要なことは,半群 S の重複を許した n個の元   ,5,4,3,,, 21 naaa n について,前述した 1n 回の

操作を施すによって最後に得られる元は,途中で行った結合をどこから行ったかに関係なく,同一のものになる

ことが,結合律を繰り返し用いることにより証明された.言い換えると,式 naaa  21 に対してどのような括

弧づけを行ったとしても,その式は,前から順に括弧をつけて行った 

nn aaaaa  )))((( 1321   

に等しい. 

このことに基づき,括弧を省略して 

naaa  21  

と表記することが,許されるということである 5). 
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2. 一般結合律 
 

 半群 S の元の（重複を許した） n個の項からなる列   ,5,4,3,,, 21 naaa n について 

  321321 aaaaaa    

  43214321 aaaaaaaa    

   1,,5,4121121   nnaaaaaaaa iiii   

と帰納的に定義することにより, naaa  21 が定まる. 

 今, n個の項からなる列 naaa ,,, 21  において,まず最初にどこか隣り合った 2 つの項 ia と 1ia を結合して

1n 個の項からなる列 

niiii aaaaaa ,,2111 ,,,,    

をつくり,次に,この列のどこか隣り合った 2 つの項を結合して 2n 個の項からなる列をつくる.このような操

作を 1n 回続けて行えば,最後に 1 個の元が得られる. 

 

 定理 半群 S においては，前述の操作を施すことによって最後に得られる元は,途中で行う結合の順序には全

く無関係に確定する.その元は naaa  21  に等しい 3). 

 〔証明〕元の個数 nについての数学的帰納法を用いて証明する.まず, 2,1n の場合は明らかに定理が成り立

ち, 3n の場合は結合律に他ならない.今, 4≧n として 1n 個以下の項からなる列については定理が成り立つ

ものと仮定して, n個の項から成る列 ),,,( 21 naaaA  についても定理が成り立つことを示す. 

 まず,最初に ia と 1ia とを結合して, 1n 個の項からなる列 

 1,,2,1),,,,( 11   niaaaaA niii   

をつくると,この iA からは帰納法の仮定により,途中で行う結合の順序に関係なく,最後の元が確定する.よって

この結果を is と表すことにする.特に,  naaaaA ,, ,3211  からは 121 saaa n を得ることに留意して

おく.今, 2n 個の項からなる列 

 naaaaaA ,,, 432112   

   1,,4,3,,,, 1211   niaaaaaA niii   

を考えることとする.第 1 回の結合で  naaaaA ,,, 3211  をつくる場合でも 

 1,,3,2),,,,,( 121   nkaaaaaA nkkk   

をつくる場合でも,第 2 回の結合で  1,,3,21  nkA k  をつくることができる.そこで kA1 から得られる結

果を と表すことにしておく. 
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となることがわかる.〔証明終〕 
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