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2. 2 次形式と対称行列 
 

 今 

� � �	
��� ������ ���				

� ���� ���
⋮
��� ���				

⋱ ⋮
� ���

	�																								 

を�	次対称行列， 

� � �	
����⋮
��
	�																																																					 

を�	次元実ベクトルとするとき，変数��� ���� � ��	の 2 次同次式 

���� � ���� �� � ��� �������� � ���������
���

�

���
�  

ただし，��� �� � �� �	で�	次元実ベクトルの標準内積を表す． 

のことを，��� ���� � ��に関する���	を係数とする 2 次形式といい，�	を 2 次形式����	の係数行列という． 

 ����	がベクトル�	 � �に対して，常に���� � 0	となるとき，����を正値 2 次形式とよび，�	を正値対称行列

と呼ぶ．また，任意のベクトル� に対して，���� ≧ 0	となるときには，�	および�は半正値であるといわれる． 

 同様にして，ベクトル�	 � �	に対しての����の符号によって次のように定義する． 

 

定義（符号） 

1. �	および�	が，正値 	⟺	 � � �	のとき���� � 0	． 

2. �	および�	が，半正値 	⟺	 � � �	のとき���� ≧ 0であり,等号が実現する． 

3. �	および�	が，負値 	⟺ 	� � �	のとき���� � 0． 

4. �	および�	が，半負値 	⟺	 � � �	のとき���� ≦ 0であり,等号が実現する． 

5. �	および�	が，不定符号 	⟺	 �	によって,����	は正にも負にもなる． 

 

 さて，�の固有値を 	��� ���� � ��	とするとき，定理 1.2 より，適当な直交行列�	を用いれば 

�� �� �
�
�	
��

��				
0

0 				 ⋱ ��
	
�
� � �																																	 

となり，また 
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1. はじめに 

 

大学初年次の線形代数において，固有値と固有ベクトルを学ぶ際に，対称行列の直交行列による対角化とい

うものに触れる．以下のようなものである． 

実数を成分とする�	次行列で， �� � �	を満たすものを対称行列といい， �� � ���		を満たすものを直交行列

という．これらについて 

定理 1.1 

 対称行列の固有値はすべて実数である． 

 

定理 1.2 

 対称行列�	は，適当な直交行列�	によって 

�� �� �
�
�	
��

��				
0

0 				 ⋱ ��
	
�
�							���� ���� � ��は � �の固有値 	�																			 

と対角化できる． 

 本論文では，2 次形式と対称行列の符号（正値，半正値，負値，半負値，不定符号）の概念について述べたの

ち，符号の判定方法とそれを適用した例について紹介する 1)2)3)4)5)6)7)． 
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									� �3 � ����3 � ���1 � �� � �� 
						� �3 � ����� � �� � 1� 	� 0	 

なので，λ � 3� � � √3	であることがわかるが，すべて正だから定理 2.1 の 1 より�	は正値である． 

 

(2) �		の固有値をλ	とすると 

�
	3 � � �1
�1 3 � �					

�1 				�1
�1 					�1	

				�1 			�1
			�1 				�1					

3 � � �1
�1 3 � �

� � 				 �
	�� �1
�� 3 � �					

�1 				�1
�1 					�1	

				�� 			�1
			�� 				�1					

3 � � �1
�1 3 � �

�																																										 

 

																						� 	��		 �
	1 �1
1 3 � �					

�1 				�1
�1 					�1	

				1 			�1
			1 				�1					

3 � � �1
�1 3 � �

�		 

 

																			� 	��		 �
	1 0
1 � � �							

0 				0
0 					0	

				1 	0
			1 		0							

� � � 0
0 � � �

�		 

 

													� ���� � ��� 	� 0																									 
なので,λ � 0� ��重複度 3�	であることがわかるが,負がなくて 0 があるので,定理 2.1 の 2 より�		は半正値で

ある． 

 

(3) �	の固有値をλ	とすると 

�	
1 � � �� �
�� �3 � � �
� � 1 � �

	� � 		 �	
3 � � �� �
0 �3 � � �

3 � � � 1 � �
	�																																												 

 

																� �3 � ��		�	
1 �� �
0 �3 � � �
1 � 1 � �

	�		 

 

																	� �3 � ��		�	
1 �� �
0 �3 � � �
0 � �1 � �

	� 

 

																	� �3 � ��	���3 � ����1 � �� � �� 
											� �3 � ��	�1 � ����� � �� � 0 

なので，λ � 1� 3� ��	であることがわかるが，正も負もあるので定理 2.1 の 5 より�	は不定符号である． 

（解答終） 
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� � ���									� � �
����⋮
��
�	 

とおけば 

���� � ��� � ��������� ��� �� ���	� �� �� ��� �� ������
�

���
 

となるから，�	および�	が正値であるための必要十分条件は，すべての固有値が正であることである．また，半

正値であるための必要十分条件は，すべての固有値が非負であり,0 を含むことであることがわかる． 

 同様にして，次が成り立つ． 

 

定理2.1 

1. �	および�	が，正値 	⟺	 �	の固有値はすべて正である． 

2. �	および�	が，半正値 	⟺	 �	の固有値には負がなく,0 がある． 

3. �	および�	が，負値 	⟺	 �	の固有値はすべて負である． 

4. �	および�	が，半負値 	⟺	 �	の固有値には正がなく,0 がある． 

5. �	および�	が，不定符号 	⟺	 �	の固有値に正も負もある． 

 

例題 2.1 

 次の対称行列の符号を調べよ． 

(1) � � �	
2 �1 �1
�1 � �1
�1 �1 2

	�	  (2) � � �	
	� �1
�1 	� 				

�1 �1
�1 �1�1 �1

�1 �1				
	� �1
�1 	�

	�  (3) � � �	
1 �2 2
�2 �� 2
2 2 1

	� 

 

（解答） 

 それぞれの行列の固有値を求めることにより，定理 2.1 を利用して符号の判定を行う． 

(1) �		の固有値をλ	とすると 

�	
2 � � �1 �1
�1 � � � �1
�1 �1 2 � �

	� � �
� � � �1 �1
� � � � �1

�� � � �1 2 � �
�																																														 

 

																																																					� �� � �� �
1 �1 �1
� � � � �1
�1 �1 2 � �

�																																													 

 

					� �� � �� �
1 �1 �1
� � � � �1
� �2 1 � �

� 
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1 � � �� �
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3 � � �� �
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�� �
��
�
��

�
�
�	

���
���

				 0

				0 												⋱ ���
	
�
�
� ��

��
�
��

�

												 

 

� � �	� ��

��
�
��

�
�
�	

���
���

				 0

				0 												⋱ ���
	
�
�
�

��
�
��

�

 

 

� �
�
�
�	

���
���

				 0

				0 												⋱ ���
	
�
�
�																 

であるから，� � ��		� が成り立つ． 

(証明終) 

 

3. 符号の判定方法 

 

 小行列式を使って，対称行列の正値性の判定をする方法を一つ挙げる．�	次行列 

� � �	
��� ������ ���				

� ���� ���
⋮ ⋮
��� ���					

⋮
� ���

	�																																										 

に対して 

|��| � �	
��� ������ ���				

� ���� ���
⋮ ⋮
��� ���					

⋮
� ���

�									�� � �,�,� , �� 

を，�	次主対角小行列式(首座行列式)という． 

 

定理3.1 

 �	次対称行列�	について，次のようなことが成り立つ． 

1. �	が正値である． 	⟺	 |��| � 0			�� � �,�,� , ��． 

2. �	が半正値である． 	⟺	  |��| ≧ 0			�� � �,�,� , � � ��かつ |�| � 0. 
3. �	が負値である． 	⟺	  |�����| � 0		, |���| � 0		�� � �,�,� �. 
4. �	が半負値である． 	⟺	 |�����| ≦ 0		, |���| ≧ 0		�� � �,�,� �かつ |�| � 0. 
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 また，以下のことも興味深い結果であるので紹介する． 

 

定理 2.2 

 実数を成分とする�	次行列 	�	について，正値対称行列であるための必要十分条件は，� � ��		� となるような

正則行列�	が存在することである． 

(証明) 

正則行列�	があって，� � ��		� となっているならば 

� � � ��	� � � � � �	� � � �� � �																															����  

であるから，�	は対称行列である． 

���� �� � � ���� �	� � � � ��� ��� ������� � ���� ��� � |��|� 	≧ 0																											 
であるが，等号が成り立つのは�� � �		のとき，かつそのときに限る. 

 ところが，�	は正則行列であるから，�	 � �	ならば�� � �	となるので，�	は正値対称行列である． 

 逆に，�	が正値対称行列であるならば，定理 1.2 および定理 2.1 より，適当な直交行列�		が存在して 

�� �� �
�
�	
��

��				
0

0 				 ⋱ ��
	
�
�							���� ���� � ��は � �の固有値で � �� � 0	� �� � 0	�� � �� � 0	�	 

すなわち 

� � �
�
�	
��

��				
0

0 				 ⋱ ��
	
�
� �																																																																	� 	 

 

				� �
�
�
�	

���
���

				 0

				0 												⋱ ���
	
�
�
�

�
�
�	

���
���

				 0

				0 												⋱ ���
	
�
�
� �	� 	 

が成り立つ．ここで 

� �
�
�
�	

���
���

				 0

				0 												⋱ ���
	
�
�
� �																																									� 	 

とおけば，�	は正則行列であって 
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�
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				0 												⋱ ���
	
�
�
� ��

��
�
��

�

												 

 

� � �	� ��

��
�
��

�
�
�	

���
���

				 0

				0 												⋱ ���
	
�
�
�

��
�
��

�

 

 

� �
�
�
�	

���
���

				 0

				0 												⋱ ���
	
�
�
�																 

であるから，� � ��		� が成り立つ． 

(証明終) 

 

3. 符号の判定方法 

 

 小行列式を使って，対称行列の正値性の判定をする方法を一つ挙げる．�	次行列 

� � �	
��� ������ ���				

� ���� ���
⋮ ⋮
��� ���					

⋮
� ���

	�																																										 

に対して 

|��| � �	
��� ������ ���				

� ���� ���
⋮ ⋮
��� ���					

⋮
� ���

�									�� � �,�,� , �� 

を，�	次主対角小行列式(首座行列式)という． 

 

定理3.1 

 �	次対称行列�	について，次のようなことが成り立つ． 

1. �	が正値である． 	⟺	 |��| � 0			�� � �,�,� , ��． 

2. �	が半正値である． 	⟺	  |��| ≧ 0			�� � �,�,� , � � ��かつ |�| � 0. 
3. �	が負値である． 	⟺	  |�����| � 0		, |���| � 0		�� � �,�,� �. 
4. �	が半負値である． 	⟺	 |�����| ≦ 0		, |���| ≧ 0		�� � �,�,� �かつ |�| � 0. 
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� �2� � 1 � �� �	
1 � �
� �� � 1 � � �
� � �� � 1 � �

	� � �2� � 1 � ����� � 1 � ��� � � 

なので，� � 2� � 1, �� � 1�2重解�	 である．したがって 

(1) � � � 	�	
	�		のとき,2� � 1 � �, 1 � � � �	なので定理2.1の5 より，�		は不定符号である． 

(2) � � � 	�	
	�		のとき,2� � 1 � �, 1 � � � 	�	

	�	 � �	なので定理2.1の2 より，�		は半正値である． 

(3) � 	�	
	�	 � � � 1	のとき,2� � 1 � �, 1 � � � �	なので定理2.1の1 より，�		は正値である． 

(4) � � 1	のとき,2� � 1 � � � �, 1 � � � �	なので定理2.1の2 より，�		は半正値である． 

(5) 1 � �	のとき,2� � 1 � �, 1 � � � �	なので定理2.1の5 より，�		は不定符号である． 

であることから 

・� 	�	
	�	 � � � 1	のとき,�		は正値である． 

・� � � 	�	
	�	 , 1	のとき,�		は半正値である． 

・ � � � 	�	
	�	 , 1 � �		のとき,�		は不定符号である． 

が得られる． 

（解答終） 

 

（別解） 

2次形式�	の係数行列を�	とおくと 

� � �	
1 � �
� 1 �
� � 1

	�																																																													 
であるが，定理3.1の記号をそのまま使うことにすると，それぞれの主対角小行列式は 

|��| � 1,			|��| � �	1 �
� 1	� � 1 � �� � �1 � ���1 � ��,																																																											 

|��| � �	
1 � �
� 1 �
� � 1

	� � �	
2� � 1 � �
2� � 1 1 �
2� � 1 � 1

	� � �2� � 1� �	
1 � �
1 1 �
1 � 1

	�																																											 

		� �2� � 1� �	
1 � �
� 1 � � �
� � 1 � �

	� � �2� � 1��1 � ���																																															 
となる．したがって 

(1)� � �1	のとき,|��| � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の5.①または②より,�		は不定符号で

ある． 

(2)� � �1	のとき,|��| � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の5.②より,�		は不定符号である． 

(3)�1 � � � � 	1	
	2		のとき,|��| � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の5.②より,�		は不定符号である． 

(4)� � � 	�	
	�		のとき,|��| � 1 � �, |��| � 	�	

	�	 � �, |��| � �		なので,定理3.1の2より,�		は半正値である． 

(5)� 	�	
	�	 � � � 1	のとき,|��| � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の1より,�		は正値である． 
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5. �	が不定符号である． 	⟺	 ① 偶数次の主対角行列式に負のものがある， 

または，② 奇数次の主対角小行列式に正と負の両方がある． 

 

例題3.1 

 次の対称行列の符号を調べよ． 

(1) � � �	
	2 		�1
�1 				3 						

			3 0
�2 �1

	3 			�2
	0 			�1				

				5 		1
				1 		3

	�  (2)	� � �
�3 1 1
1 �1 1
1 1 �3

�  

（解答） 

 すべての主対角小行列式の値を求めて，定理 3.1 を利用して符号の判定を行う． 

 また，記号も定理 3.1 と同じものを用いる． 

(1) 

|��| � 2 � 0�			|��| � � 2 �1
�1 3 � � 5 � 0� |��| � �

2 �1 3
�1 3 �2
3 �2 5

� � 2 � 0� 

|��| � �	
	2 		�1
�1 				3 						

			3 0
�2 �1

	3 			�2
	0 			�1				

				5 		1
				1 		3

� � �	
			2 	�1
				�1 3 						 3 		0

�2 �1				2 				1
		�3 					�					

			3 		0
			�5 		0

�																																			 

	� � �
2 �1 3
2 1 3
�3 � �5

� � � �
0 �2 0
2 1 3
�3 � �5

� � �2 � 2 3
�3 �5� � 2 � 0		 

なので， |��| � 0� |��| � 0� |��| � 0� |��| � 0	だから，定理3.1の1より�	は正値である． 

(2) 

|��| � �3 � 0� |��| � ��3 1
1 �1� � 2 � 0� |��| � �

�3 1 1
1 �1 1
1 1 �3

� � 0 

なので，定理3.1の4より�	は半負値である． 

（解答終） 

 

例題3.2 

 次の2次形式の符号を調べよ． 

	����� ���	��� � ��� � ��� � ��� � 2������ � ���� � �����				��は定数� 
（解答） 

 2次形式�	の係数行列を�	とおくと 

� � �	
1 � �
� 1 �
� � 1

	�																																																																										 
である．固有値を求めることにする． 

�	
1 � � � �
� 1 � � �
� � 1 � �

	� � �	
2� � 1 � � � �
2� � 1 � � 1 � � �
2� � 1 � � � 1 � �

	� � �2� � 1 � �� �	
1 � �
1 1 � � �
1 � 1 � �

	� 
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� �2� � 1 � �� �	
1 � �
� �� � 1 � � �
� � �� � 1 � �

	� � �2� � 1 � ����� � 1 � ��� � � 

なので，� � 2� � 1, �� � 1�2重解�	 である．したがって 

(1) � � � 	�	
	�		のとき,2� � 1 � �, 1 � � � �	なので定理2.1の5 より，�		は不定符号である． 

(2) � � � 	�	
	�		のとき,2� � 1 � �, 1 � � � 	�	

	�	 � �	なので定理2.1の2 より，�		は半正値である． 

(3) � 	�	
	�	 � � � 1	のとき,2� � 1 � �, 1 � � � �	なので定理2.1の1 より，�		は正値である． 

(4) � � 1	のとき,2� � 1 � � � �, 1 � � � �	なので定理2.1の2 より，�		は半正値である． 

(5) 1 � �	のとき,2� � 1 � �, 1 � � � �	なので定理2.1の5 より，�		は不定符号である． 

であることから 

・� 	�	
	�	 � � � 1	のとき,�		は正値である． 

・� � � 	�	
	�	 , 1	のとき,�		は半正値である． 

・ � � � 	�	
	�	 , 1 � �		のとき,�		は不定符号である． 

が得られる． 

（解答終） 

 

（別解） 

2次形式�	の係数行列を�	とおくと 

� � �	
1 � �
� 1 �
� � 1

	�																																																													 
であるが，定理3.1の記号をそのまま使うことにすると，それぞれの主対角小行列式は 

|��| � 1,			|��| � �	1 �
� 1	� � 1 � �� � �1 � ���1 � ��,																																																											 

|��| � �	
1 � �
� 1 �
� � 1

	� � �	
2� � 1 � �
2� � 1 1 �
2� � 1 � 1

	� � �2� � 1� �	
1 � �
1 1 �
1 � 1

	�																																											 

		� �2� � 1� �	
1 � �
� 1 � � �
� � 1 � �

	� � �2� � 1��1 � ���																																															 
となる．したがって 

(1)� � �1	のとき,|��| � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の5.①または②より,�		は不定符号で

ある． 

(2)� � �1	のとき,|��| � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の5.②より,�		は不定符号である． 

(3)�1 � � � � 	1	
	2		のとき,|��| � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の5.②より,�		は不定符号である． 

(4)� � � 	�	
	�		のとき,|��| � 1 � �, |��| � 	�	

	�	 � �, |��| � �		なので,定理3.1の2より,�		は半正値である． 

(5)� 	�	
	�	 � � � 1	のとき,|��| � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の1より,�		は正値である． 
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あらまし 

整数論においては，計算に不可欠な方法の一つにユークリッドの互除法がある．この方法に関連するものとし

て，連立一次合同方程式を解く手段としての中国式剰余定理について述べる。 

 
Abstract 

As an essential method of caluculations in number theory, we present the Euclidean algorithm. Furthermore, we present 
the Chinese remainder theorem as a means to solve systems of linear congruence equations . 

 
キーワード：初等整数論，ユークリッドの互除法，中国式剰余定理，連立一次合同方程式  
Keywords: Elementary Number Theory , Euclidean Algorithm, Chinese Remainder Theorem , System of Linear Congruence 

Equations 
 

1. はじめに 

 

まず，整数論において重要である,合同の概念と合同式について述べる． 

定義(合同式) 

2 つの整数�� �	について，� � �	が�	の倍数となるとき，�	と�	は 	�	を法として合同であるといい 

� � �		����	��															 
と表す． 

 

定理 1.1 

 � � �		����	���					� � �		����	��	ならば 

� � � � � � �		����	��																																														 
� � � � � � �		����	��																																														 
� � � � � � �		����	��																																														 

が成り立つ． 

 

 

*1 高輪教養教育センター 准教授 
Liberal Arts Education Center, Takanawa Campus, 
Associate Professor 
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(6)� � 1	のとき,|��| � 1 � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の2より,�		は半正値である． 

(7)1 � �	のとき,|��| � �, |��| � �, |��| � �		なので,定理3.1の5.①より,�		は不定符号である． 

であることから 

・� 	�	
	�	 � � � 1	のとき,�		は正値である． 

・� � � 	�	
	�	 , 1	のとき,�		は半正値である． 

・ � � � 	�	
	�	 , 1 � �		のとき,�		は不定符号である． 

が得られる． 

（解答終） 
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