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2. 直線と平面 
 

まず，平面上の直線の方程式と空間内の平面の方程式を，行列式を用いて表す方法を紹介する． 

例１ 平面上の 2 点    2211 ,,, baba  を通る直線の方程式は 
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と表される． 

 例えば，2 点    4,7,3,1  を通る直線の方程式は 

01787
01787

0
47
31

17
11

14
13

0
147
131
1




















yx
yx

yx

yx

 

である． 

 

例 2 空間内の 3 点      333222111 ,,,,,,,, cbacbacba  を通る平面の方程式は 
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と表される． 

 

例えば，3 点      4,0,2,3,1,1,2,4,3  を通る平面の方程式は 
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あらまし 

大学初年次で学ぶ線形代数に現れる行列式の各方面への応用が大切なことはいうまでもない．しかし，ここでは

敢えてこれまでに学んできた数学を振り返り，その中から行列式を用いることにより簡易に表現できるものや早く

正確に求めることができるものを取り上げてみることとする． 

 

Abstract 
The basic concepts of determinants in linear algebra are shown for freshmen. In this paper, we give several concrete 

examples of mathematical expressions by determinants. 
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1. はじめに 

 

線形代数において行列式の応用として連立方一次程式の解法を学ぶが、次の消去の原理と呼ばれる定理がある． 

 

定理（消去の原理） 

 次の同次連立一次方程式 
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が非自明解を持つための必要十分条件は 
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である．また，   を )( から nxxx ,,, 21  を消去して得られる関係式という． 

 

 さて，これからすでに学んできた数学をもう一度見直しながら，行列式を使えばもっと扱いが簡単になるもの

も数多い．そこで特に解析幾何に登場する行列式を用いた表現で上述の消去の原理を用いて得られるものなどを

紹介していくこととする 1)2)3)． 
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2. 直線と平面 
 

まず，平面上の直線の方程式と空間内の平面の方程式を，行列式を用いて表す方法を紹介する． 

例１ 平面上の 2 点    2211 ,,, baba  を通る直線の方程式は 
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 例えば，2 点    4,7,3,1  を通る直線の方程式は 
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である． 

 

例 2 空間内の 3 点      333222111 ,,,,,,,, cbacbacba  を通る平面の方程式は 
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と表される． 

 

例えば，3 点      4,0,2,3,1,1,2,4,3  を通る平面の方程式は 
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3. 外積 
 

空間内の 2 つのベクトル 

    kjibkjia 321321321321 ,,,,, bbbbbbaaaaaa   

に対して，次の(1),(2)を満たすベクトル vを ba, の外積（またはベクトル積）といい， ba で表す． 

(1) ba は ba, の両方に垂直で， baba ,, の順で右手系をなす． 

(2) ba の大きさは ba, で張られる平行四辺形の面積に等しい，すなわち， sinbaba  （ただし，

 は ba, のなす角）． 

 

 一方，このとき ba を行列式を用いることにより，成分を用いて表示すると 
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となることが知られている． 

右辺は次の形式的な行列式の第 1 行についての展開と考えることができる． 
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 例題 3 点      0,3,5,1,2,2,0,0,0  BAO を頂点とする三角形の面積を S を求めよ． 

【解答】 よく知られている解法として 
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と求めることができる． 
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である． 

 さらに，以下の公式も有用である． 

公式 空間内の点  000 ,,P cba  と直線
n
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axL 111: 







を含む平面  の方程式は 
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で与えられる． 

（証明）まず，平面  の法線ベクトルを    0,0,0,,  CBAn とすると，点 P を通るからその方程式は 

      ①0000  czCbyBaxA  

と表される． 

さて，直線 Lは点  111 ,,Q cba を通り，方向ベクトルが    0,0,0,,  nmlv  である．すると，平面  は

点 Q を通るから 

      ②0010101  ccCbbBaaA  

であり，さらに vn  なので 

③0 CnBmAl  

が成り立つ。 

 ところが    0,0,0,, CBA だから， ③②① ,, から消去の原理により CBA ,, を消去して 

0010101

000
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が得られる． 
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3. 外積 
 

空間内の 2 つのベクトル 

    kjibkjia 321321321321 ,,,,, bbbbbbaaaaaa   

に対して，次の(1),(2)を満たすベクトル vを ba, の外積（またはベクトル積）といい， ba で表す． 

(1) ba は ba, の両方に垂直で， baba ,, の順で右手系をなす． 

(2) ba の大きさは ba, で張られる平行四辺形の面積に等しい，すなわち， sinbaba  （ただし，

 は ba, のなす角）． 

 

 一方，このとき ba を行列式を用いることにより，成分を用いて表示すると 
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となることが知られている． 

右辺は次の形式的な行列式の第 1 行についての展開と考えることができる． 
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 例題 3 点      0,3,5,1,2,2,0,0,0  BAO を頂点とする三角形の面積を S を求めよ． 

【解答】 よく知られている解法として 
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と求めることができる． 
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【別解】 ところが外積の性質を用いて求めてみると 
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であるから 
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として求めることができる． 

 

4. おわりに 
 

さらに消去の原理を用いて得られる重要な概念に終結式があるので紹介しておく 3)． 

 

例 3 次方程式  00)( 23  adcxbxaxxf と 2 次方程式  00)( 2  prqxpxxg が共通

解を持つための必要十分条件は 
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である． 

 上記の  gfR , のことを )(xf と )(xg の終結式という．一般の m 次式 )(xf と n 次式 )(xg に対しても同様に

終結式  gfR , が定義され。次の定理が成り立つ． 

 

定理 m 次方程式 0)( xf と n 次方程式 0)( xg が共通解を持つための必要十分条件は   0, gfR である． 
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