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が重要な役割を演じる. 

 

 

2.行列の指数関数 
 

まず,行列の整級数を定義することとする.変数 t に関する整級数 

  n
ntctctcc 2

210  

の各 t を n 次行列 Aで置き換えることによって得られる行列 

  n
n AcAcAcEc 2

210  

のことを,行列 Aの整級数という.この収束と発散については次の結果が知られている 3)4). 

 

定理 元の変数 t に関する整級数の収束半径を  とする.行列 Aの整級数は, Aのすべての固有値の絶対値が

 より小さければ収束する.また,一つでも固有値の絶対値が  を越えれば発散する. 

 

そこで,指数関数
te のマクローリン展開の収束半径が無限大であり 
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であることを利用して， n 次行列 A の指数関数  Ae A exp を次の整級数 

 次単位行列は
！！！
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で定義する.これは上記の定理により,任意の n 次行列 A に対して収束する. 

 

 例 5) 

  2 次行列 
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大学初年次における数学教材の提案（その２） 

～微分方程式と行列の指数関数～ 
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Suggestion about Mathematical Material for Freshman Education Vol.2 

~Differential Equations and Exponential Functions of Matrices~ 
 

by 
 

Kenshi KIDA*1 
( received on May 19, 2016  &  accepted on Jun. 30, 2016 ) 

 
あらまし 

大学初年次の数学科目において，微分積分と線形代数が別々に講じられる．ところがこの2科目の共通領域について

触れる機会が少なすぎるのが現状である．そこで応用例として，連立微分方程式を行列の指数関数を用いて解く方法

についての詳しい解説をしてみたい． 

 

Abstract 
Differential and integral calculus and linear algebra are lectured for freshman individually. Methods of solution of 

simultaneous differential equations by exponential functions of matrices are presented in this paper.
 

キーワード： 微分方程式、行列の指数関数、マクローリン展開  
Keywords: Differential Equations, Exponential Functions of Matrices, Maclaurin Expansion 
 
 

 
1. はじめに 

 

 大学初年次おいて学ぶ科目に「微分積分」1)と「線形代数」2)がある.個別にそれぞれの事項について学習する

ことが重要であることはもちろんである.しかし,この 2 科目の垣根を越えた各事項のつながりや応用例に触れ

ることは少ない.そこで一つの例として,行列の指数関数を用いて,連立微分方程式を解く方法の紹介を数学教材

として提案したいと思う. 

 さて,変数分離形微分方程式 

)( は定数aax
dt
dx

  

の解は，  は任意定数bbetx at)(  であり,さらに,初期条件 cx )0( の下で解くと特殊解 

atcetx )(  

が得られる.ところが,連立微分方程式を線形代数で学ぶ行列の形式で表現すると,同じような形で解が得られる.

その際に微分積分で学ぶ次のマクローリン展開 
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が重要な役割を演じる. 

 

 

2.行列の指数関数 
 

まず,行列の整級数を定義することとする.変数 t に関する整級数 

  n
ntctctcc 2

210  

の各 t を n 次行列 Aで置き換えることによって得られる行列 

  n
n AcAcAcEc 2

210  

のことを,行列 Aの整級数という.この収束と発散については次の結果が知られている 3)4). 

 

定理 元の変数 t に関する整級数の収束半径を  とする.行列 Aの整級数は, Aのすべての固有値の絶対値が

 より小さければ収束する.また,一つでも固有値の絶対値が  を越えれば発散する. 

 

そこで,指数関数
te のマクローリン展開の収束半径が無限大であり 
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であることを利用して， n 次行列 A の指数関数  Ae A exp を次の整級数 

 次単位行列は
！！！
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で定義する.これは上記の定理により,任意の n 次行列 A に対して収束する. 

 

 例 5) 

  2 次行列 
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tAe  を求めよ. 

〔解答〕 
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⑤   BAAB  ならば   BABA expexpexp   

⑥   Aexp は正則行列で，    AA  expexp 1
 

 

3.定数係数連立常微分方程式 

 

 実変数 t の n 個の未知関数 )(,),(),( 21 txtxtx n についての,定数係数 1 階線形連立常微分方程式 
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が行列を用いることにより,前述の変数分離形微分方程式 ax
dt
dx

 の形に書くことができることを示し,さらに

類似した手法を用いて解けることについて解説したい.ここで 
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, x  

とおけば 

      tAt
dt
d xx  

と表すことができることがわかる. 

そして,行列の指数関数を利用することにより解くことができるのだが,以下の定理について紹介する. 

 

 定理 6)7)8) 定数係数 1 階線形連立常微分方程式   について,初期条件  

 
 

 




















0

0
0

0 2

1

nx

x
x


x の下で解くと,その解は 

   0exp xx  tAt  

である. 

 〔証明〕 まず前述の③により,関数 tAexp を項別に微分すると,   tAAtA
dt
d expexp   が成り立つ.今,

tAexp の各列ベクトルを  nit ,,2,,1)( iy とおくことにすれば,       ttttA nyyy ,,,exp 21  であり 

 

 ― 3 ― 

であるから,これより 
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となることがわかる. 

 これらの結果を用いると,行列の指数関数の定義から 
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が得られる. 

 上では,次のマクローリン展開 

      t
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1cos
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を用いた.〔解答終〕 

 

 さらに,次の性質が成り立つことが知られている 3)6)7). 

①   任意の n 次正則行列 P に対して 

 PAPAPP expexp 11    

②     trAeA expdet  

③  実数値行列値関数 tAexp は解析関数であり,項別に微分すると，   tAAtA
dt
d expexp  が成り立つ. 

④     AA tt expexp   
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⑤   BAAB  ならば   BABA expexpexp   

⑥   Aexp は正則行列で，    AA  expexp 1
 

 

3.定数係数連立常微分方程式 

 

 実変数 t の n 個の未知関数 )(,),(),( 21 txtxtx n についての,定数係数 1 階線形連立常微分方程式 
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が行列を用いることにより,前述の変数分離形微分方程式 ax
dt
dx

 の形に書くことができることを示し,さらに

類似した手法を用いて解けることについて解説したい.ここで 
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とおけば 

      tAt
dt
d xx  

と表すことができることがわかる. 

そして,行列の指数関数を利用することにより解くことができるのだが,以下の定理について紹介する. 

 

 定理 6)7)8) 定数係数 1 階線形連立常微分方程式   について,初期条件  
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x の下で解くと,その解は 

   0exp xx  tAt  

である. 

 〔証明〕 まず前述の③により,関数 tAexp を項別に微分すると,   tAAtA
dt
d expexp   が成り立つ.今,

tAexp の各列ベクトルを  nit ,,2,,1)( iy とおくことにすれば,       ttttA nyyy ,,,exp 21  であり 
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〔解答〕 まず,連立常微分方程式   とその初期条件について,行列を用いて表示すると 
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であるから,ここで 
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と表すことができる. 

 したがって,求める解は 

)0(exp)( xx  tAt  

で与えられるが,上述の例での行列の指数関数 tAexp の計算結果を用いると 
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すなわち 

ttxttx sin)(,cos)( 21   

が得られる.〔解答終〕 

 

4.おわりに 
 

 微 分 方 程 式 )()( taxtx
dt
d

 の 解 は , )0()( xetx at で あ り , 連 立 微 分 方 程 式    tAt
dt
d xx  の 解 は ,

   0xx Atet  であるという,美しい対応が得られたことになる 7)8). 

 行列の指数関数は,例えば対角行列
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と求

めることができる.しかし,一般には簡単に計算できるとは限らないことにも注意が必要である. 
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なので,すべての )(tiy について )()( tAt
dt
d

ii yy   が成り立つので,これらが   の一つの解であることがわか

る.したがって，次の一次結合 
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もまた,   の解であるが示された. 

さらに,初期条件  
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 である.〔証明終〕 

 

 次に,未知関数が 2 個の場合の例を挙げておく. 

 例題 5) 次の未知関数 )(),( 21 txtx  に関する連立常微分方程式を,初期条件 0)0(,1)0( 21  xx の下で解く. 
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〔解答〕 まず,連立常微分方程式   とその初期条件について,行列を用いて表示すると 
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であるから,ここで 





















01
10

,
)(
)(

)(
2

1 A
tx
tx

tx  

とおくことにすれば 











0
1

)0(),()( xxx tA
dt

td
 

と表すことができる. 

 したがって,求める解は 

)0(exp)( xx  tAt  

で与えられるが,上述の例での行列の指数関数 tAexp の計算結果を用いると 
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が得られる.〔解答終〕 

 

4.おわりに 
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   0xx Atet  であるという,美しい対応が得られたことになる 7)8). 

 行列の指数関数は,例えば対角行列
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大学初年次における数学教材の提案（その３） 

～絶対収束と条件収束～ 
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~Absolute Convergence and Conditional Convergence ~ 
 

by 
 

Kenshi KIDA*1 
( received on May 19, 2016  &  accepted on Jun. 30, 2016 ) 

 
あらまし 

大学初年次の数学科目において,至る所に無限級数が現れる.絶対収束と条件収束の概念を是非とも理解したいと

ころである.条件収束の場合に項を並べる順番を替えることにより,いろいろな値に収束させることができることを,

具体的な例を挙げて説明したい. 

 

Abstract 
Infinite series is shown for freshman everywhere. Concepts of absolute convergence and conditional convergence are essential. 

Appealing concrete examples of conditionally convergent series are presented in this paper. 
 

キーワード：無限級数、絶対収束、条件収束  
Keywords: Infinite Series, Absolute Convergence, Conditional Convergence 

 
1. はじめに 

 
 高等学校で,数列そして無限級数を学んだのち,大学初年次に学習する「微分積分」をはじめとする解析学など

において,整級数や関数項級数を扱う.しかし,無限の和においては有限の和では起こらないことも多々ある.こ

の違いを認識していなければ,無限級数の収束・発散や関数項級数の一様収束,項別の微分,項別の積分などにつ

いて論じても深い理解は得られない.そこで,条件収束する級数を並べ替えることにより,いろいろな値に収束さ

せられることを,例を示すことにより解り易く説明したい. 

 まず,級数の和を定義しておく 1).数列  na から作られる次の無限和 
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を級数という.また,初項から第 k 項までの和 
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を k 部分和という. 

 数列  nS が収束するとき,級数 na が収束するといい,極限値 kk
S


lim を級数の和という.すなわち 
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と表す. 
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