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2. 対称群の共役類分解 
 

まず最初に，共役の定義にしたがって群の共役類分解を求めてみる． 

例 1 3 次対称群           6543213 2,3,1,3,2,1,3,2,3,1,2,1,   eS について考
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となる． 

 したがって， 3S の共役類は 

             2,3,1,3,2,1,3,2,3,1,2,1, 321  CCeC  

となっていることがわかる． 

 これから類等式は 

2316!3   

である． 

 

 さて， n次対称群 nS の共役類分解については以下の結果が知られている． 
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大学初年次で学ぶ群論から共役の概念を取り上げる．まずは，具体的な共役類分解の例を挙げることとするが，その後に
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1. はじめに 

 

群 G の 2 つの元 ba, に対して， batt 1
となるような Gt が存在するときこれら 2 つの元 ba, は共役であ

るといい， ba ~ と表す．さらに，お互いに共役な元からなる部分集合のことを G の共役類と呼ぶ． 

有限群の異なる共役類を rCCC ,,, 21  とすると 

 jiCCCCCG jir  φ,21   

となっているので 

rCCCG  21  

が得られる．これを G の類等式と呼ぶ． 

 また，群 G の部分群 N について，任意の Ga に対して 

NNaa 1
 

が成り立つとき， N は G の正規部分群であるといい， GN  または NG  と表す． 

 さて，群における元の共役と同様に，部分群の共役を定義する．群 G の 2 つの部分群 HH , は 

HaaH 1  

を満たすような Ga があるとき，共役な部分群といわれる． 

 正規部分群はいくつかの共役類の和集合であり，いくつかの共役類の和集合が部分群をなすとき，それは正規

部分群である． 

 本論文では，対称群および 2 面体群についての共役類分解を具体的に与え，類等式，正規部分群などについて

も考察して行く 1)2)3)． 
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2. 対称群の共役類分解 
 

まず最初に，共役の定義にしたがって群の共役類分解を求めてみる． 

例 1 3 次対称群           6543213 2,3,1,3,2,1,3,2,3,1,2,1,   eS について考
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となる． 

 したがって， 3S の共役類は 

             2,3,1,3,2,1,3,2,3,1,2,1, 321  CCeC  

となっていることがわかる． 

 これから類等式は 

2316!3   

である． 

 

 さて， n次対称群 nS の共役類分解については以下の結果が知られている． 

－ 31－

貴田研司



 

 ― 4 ― 

 

であり， nが奇数の場合は 
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となる． 

【証明】 まず，群 nD の生成元 , の基本関係
112 ,1,1    n
 により 
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となっていることから 

 1,2,,2,1~  nnrrnr   

が成り立つことがわかり，さらに 
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定理 n次対称群 nS の 2 つの元  , が nS において共役であるための必要十分条件は， と の（巡回置換分

解の）型が一致することである． 

 

例 2 4 次対称群 4S の共役類分解は，前述の定理によれば 
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となる． 

 また，これによれば類等式は 

6386124!4   

である． 

 よって，正規部分群が共役類の和集合からなる部分群であることから， 4S の正規部分群をすべて挙げると，

単位群  e と 4S 自身と以下の 2 つ 
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であることがわかる． 

 

3. 2 面体群の共役類分解 
 

 この章では n次の 2 面体群 
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の共役類分解について述べるが，次の結果が知られている． 

 

定理 n次の 2 面体群   1212 ,,,,,,,,,1  nn
nD  の共役分解は次のようになる． 

nが偶数の場合は 
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であり， nが奇数の場合は 
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となる． 

【証明】 まず，群 nD の生成元 , の基本関係
112 ,1,1    n
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となっていることから 

 1,2,,2,1~  nnrrnr   

が成り立つことがわかり，さらに 
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であることにも注意して 
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となっていることが示される． 

【証明終】 

 

 すると，前述の定理より以下のことがわかる． 

 

例 3 8 次の 2 面体群 

  765432765432
8 ,,,,,,,,,,,,,,,1D  

の共役類分解は 
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となっていることがわかる． 

 また，これによれば類等式は 

441222116   

である． 

 

例 4 7 次の 2 面体群 

  6543265432
7 ,,,,,,,,,,,,,1D  

の共役類分解は 
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であることから 

 3,4,,2,1,0~ 2  nnrrr   

 

となっていることがわかる． 

 したがって，群 nD の共役類分解は， nが偶数の場合には 
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であることにも注意して 
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であり， nが奇数の場合には 
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であることにも注意して 
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となっていることが示される． 

【証明終】 

 

 すると，前述の定理より以下のことがわかる． 

 

例 3 8 次の 2 面体群 

  765432765432
8 ,,,,,,,,,,,,,,,1D  

の共役類分解は 
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となっていることがわかる． 

 また，これによれば類等式は 

441222116   

である． 

 

例 4 7 次の 2 面体群 

  6543265432
7 ,,,,,,,,,,,,,1D  

の共役類分解は 
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あらまし 

大学初年次で学ぶ群の概念は、多くの初学者にとっては敷居の高いものである．原因の一つはその抽象度の高さ

もあるのではないかと考える．この論文では群の同型の概念について取り上げることにする．定義について学んだ

だけでは理解が難しいものであるが、具体的な例を扱うことが理解の手助けとなりうる．そのとき乗積表の作成が

有効であることを示したい．また、群準同型写像の例に触れる． 

 

Abstract 
The concepts of group isomorphism in group theory strike freshmen as difficult by reason of high degree of its abstraction. So 

we give several concrete examples of group isomorphism.  
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1. はじめに 

 

集合 G を演算 が定義された群とし，集合 Gを演算 が定義された群とする．写像 GG : が次の条件 

Gyxyxyx  ,)()()(    

を満たすとき， を群準同型という．特に群準同型 が全単射であるとき、 を群同型と呼び、群 G と Gは同

型であるといい、 GG  と表す． 

 また，次の定理は基本的である． 

 

定理（準同型定理） 

 GG , は群であり， GG : を群準同型とする．このとき 

 Im/ KerG  

が成り立つ．特に が全射であるならば 

GKerG /  

となる． 

 

 本論文では，まず位数 6 の群の例を 5 つ挙げる．それぞれの群の乗積表を比較することにより，有限群が同型

であるということのイメージを掴むこととする．また，群準同型と準同型定理についても確かなイメージを持つ

ことが肝要であるので、トーラス群にまつわる例を挙げて詳しく解説することとしたい．抽象度の高い概念を理

解することは初学者にとって難しく感じることであろうが，具体的な例に触れることにより，実感が理解へとつ

ながるのではないかと思う． 
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53642

43526

,,,,,,
,,,,,,,1

 

となっていることがわかる． 

 また，これによれば類等式は 

34222114   

である． 

 

4. おわりに 
 

この論文では，有限群の共役類分解の応用として，類等式と正規部分群に僅かに触れる程度に留めた．しかし，

この周辺の話として，群の軌道，中心，中心化群，正規化群，シローの定理などについても是非取り上げてみた

いものである． 
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