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あらまし 

解析学において，計算に重宝する方法の一つとして部分分数分解がある.この論文では有理関数が部分分数に

分解されることを，代数学の基本定理に基づいて詳細に証明することを目標とする． 

 
Abstract 

As a useful method of calculations in analysis, we give partial fraction decompositions. The purpose of this paper is to 
present a full proof based on the fundamental theorem of algebra. 
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1. はじめに 

 

有理関数の不定積分や逆ラプラス変換の計算などに，部分分数分解と呼ばれるものが用いられる． 

例えば 
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と部分分数分解されることを利用すれば 
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と，不定積分が求められる． 

また，同様にして 
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いて正則な関数のことを，整関数という．また，領域�	内のすべての点�	において |	����	| � �	(�	はある正の

定数)のとき，関数����	は�	で有界であるという．以下において， �	は虚数単位とする． 

これに関しては，次の結果がよく知られている． 

 

定理 2.1（Liouville の定理） 

 有界な整関数は,定数に限る． 

 

さらに，つぎのことも肝要である． 

 

定理 2.2(最大値・最小値の定理) 

 ���� ��	は，有界閉集合�	で連続な実数値関数とする．このとき���� ��が最大値をとる点と最小値をとる点が

必ず�	内に存在する． 

 

ここで，���� � ���� �� � ���� ���				�� � � � ��� �� � � ��	が有界閉集合�	で連続であるための必要十分条

件は,���� ��� ���� ��		が共に有界閉集合�	で連続であることであるから，定理 2.2 より,���� ��� ���� ��		は�	
で最大値と最小値をとることがわかる． 

したがって，����		が有界閉集合�	で連続であるならば 

|	����	| � ������ ���� � ����� ����	                       

も �	において最大値と最小値をとることに留意しておく． 

 

定理 2.3（代数学の基本定理，Gauss の定理） 

 複素数係数の�	次代数方程式 

���� � ���� � �������� � ��� ��� � �� � �						�	��	� ��	� 	� � ����	� �� � �� 	�� 	� �� � � ��  

は，少なくとも一つの複素数の解をもつ． 

(証明) 

もし，����	が一つも零点をもたないとすると，有理関数� ����⁄ 		は全平面において正則，すなわち，整関数

である． 

さらに 

���� � �� ��� � 	����	
� � ��� 	��	

�� �                         

と変形すれば 
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 ここで， 
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（ただし，�� � は定数とする．） 

であることを利用すると 
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と，逆ラプラス変換の計算もできる． 

 

 部分分数分解とは 
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と表される． 

 

というものである．このように重宝される概念であるが，主張の正確な記述及びその証明については割愛され

る場合が多いように思われる．この論文では，代数学の基本定理の複素関数論を用いた証明から始めて，上記

定理の詳細な証明について述べることを目的とする 1)2)3)4)5)6)7)8)9)10)11)12)． 

 

2. 代数学の基本定理 
 

 この章では，代数学の基本定理の複素関数論を用いた証明についての紹介を行う 2)3)4)5)．複素平面全体にお
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定理 2.3（代数学の基本定理，Gauss の定理） 

 複素数係数の�	次代数方程式 

���� � ���� � �������� � ��� ��� � �� � �						�	��	� ��	� 	� � ����	� �� � �� 	�� 	� �� � � ��  
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���� � ���� � �������� � ⋯⋯� ��� � �� � �						���	� ��	� 	⋯ � ����	� �� � �� �� 	� �	� � � ��    

は,�	個の 1 次因数の積として 

���� � ���� � ����� � ���⋯⋯�� � ���                      

と表される． 

ただし,��	� ��	�⋯⋯ � ��	 は，�	次方程式���� � �	の�	個の解である． 

 

 次に，実数を係数とする�	次の代数方程式 

���� � ���� � �������� � ⋯⋯� ��� � �� � �					���	� ��	� 	⋯ � ����	� �� � �� �� 	� �	� � � ��  

の解の性質について述べる． 

 

定理 2.6 

 実数係数の代数方程式が， � � � � ��		��� �	 � 	�	� � � ��	という虚数解をもつならば,その共役複素数

�� � � � ��	も解である．さらに，�	が�	重解であるならば，��	も�	重解である. 

(証明) 

 まず，�	次の代数方程式を���� � �	とする．今これを 

�� � ���� � ��� � �� � �� � ������ � �� � ���� � ��� � �� � ������ � �� � ��� � �� � ��� � �� 
で割った商を����	,余りを�� � �			��� �	 � 	��	とすれば 

���� � �� � ���� � ������� � �� � �                      

となる．ここで�	が解ならば,���� � �	だから,	�� � � � �	なので 

��� � ��� � � � � すなわち ��� � �� � ��� � �               

 実部と虚部を比較して, �� � � � �	� �� � �	が得られるが,� � �	より� � �	� � � �	となるので ����	は 

�� � ���� � ���	で割り切れることになる．したがって，α�	も解である. 

 次に,�	が���� � �	の�	重解,	α	�が �		重解とするとき,�	 � �	とすれば����	は 

��� � ���� � ����� � ��� � ��� � ����                     

で割り切れることになる.その商を����	とすると, 

���� � ��� � ���� � ��������� � ��� � ��� � ��������              

であるから, 	���� � �	�			����� � �		となっている.したがって,実数係数の代数方程式���� � �	が�	を解にも

ち,	��		を解にもたないことになり矛盾を生じる． 

 ��		の共役複素数は�	なので,	�	 � 	�	としても同じように矛盾を生じる． 
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   				 � |��| ��� � �� 	����	� � ��� 	��	
�� ��                        

 
ここで，三角不等式 |� � �| ≧ |�| � |�| ��� � � �	�		を用いると 
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ここで，三角不等式 |� � �| ≦ |�| � |�|，すなわち �	|� � �| ≧ ��|�| � |�|� ��� � � �	�		 を用いると 

 

																												
 

																	� |��| �|��| � �	����	� � � �� �	��	�� ��                       

 

																		� |��| �|��| � 	|����|	
	|�|	 � �� 	|��|	

	|�|�	�                       

であるから， |�| → ∞		に対して， |����| → ∞	  となることがわかる． 

よって， |� ����⁄ |	は0	に収束することがわかるので，任意の正の定数�	に対して，十分大きな正数�	をとる

ことにより，半径�	の円の外側 |�| 	� �	では |� ����⁄ | 	� �	とすることができる． 

次に円の内側なる閉領域 |�| 	≦ �	についてはどうかと考えると，ここでも� ����⁄ 		が正則であるから連続関数

なので， |� ����⁄ |	は最大値と最小値をとる． 

ゆえに，円 	|�| � �	の内外を通じての全領域において，|	� ����⁄ 	| ≦ �	 (�	はある正の定数)が成り立つこと，

すなわち ����	が有界であることが示された．したがって，Liouville の定理によって, 	� ����	⁄ は一つの定数

であることがわかった． 

これは，����	が 1 次以上の多項式であることに反するので，���� は少なくとも一つの零点をもたなければ

ならない．よって，���� � 0	は，少なくとも一つの複素数の解をもつ． 

(証明終) 

 

 定理 2.3 より次の定理 2.4,定理 2.5 が得られる． 

 

定理 2.4 

 複素数係数の�	次代数方程式は,ちょうど�	個の解をもつ． 

（ただし,�	重解は�	個の解として数える.） 

 

定理 2.5 

 複素数係数の�	次の整式 
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���� � ���� � �������� � ⋯⋯� ��� � �� � �						���	� ��	� 	⋯ � ����	� �� � �� �� 	� �	� � � ��    

は,�	個の 1 次因数の積として 

���� � ���� � ����� � ���⋯⋯�� � ���                      

と表される． 

ただし,��	� ��	�⋯⋯ � ��	 は，�	次方程式���� � �	の�	個の解である． 

 

 次に，実数を係数とする�	次の代数方程式 

���� � ���� � �������� � ⋯⋯� ��� � �� � �					���	� ��	� 	⋯ � ����	� �� � �� �� 	� �	� � � ��  

の解の性質について述べる． 

 

定理 2.6 

 実数係数の代数方程式が， � � � � ��		��� �	 � 	�	� � � ��	という虚数解をもつならば,その共役複素数

�� � � � ��	も解である．さらに，�	が�	重解であるならば，��	も�	重解である. 

(証明) 

 まず，�	次の代数方程式を���� � �	とする．今これを 

�� � ���� � ��� � �� � �� � ������ � �� � ���� � ��� � �� � ������ � �� � ��� � �� � ��� � �� 
で割った商を����	,余りを�� � �			��� �	 � 	��	とすれば 

���� � �� � ���� � ������� � �� � �                      

となる．ここで�	が解ならば,���� � �	だから,	�� � � � �	なので 

��� � ��� � � � � すなわち ��� � �� � ��� � �               

 実部と虚部を比較して, �� � � � �	� �� � �	が得られるが,� � �	より� � �	� � � �	となるので ����	は 

�� � ���� � ���	で割り切れることになる．したがって，α�	も解である. 

 次に,�	が���� � �	の�	重解,	α	�が �		重解とするとき,�	 � �	とすれば����	は 

��� � ���� � ����� � ��� � ��� � ����                     

で割り切れることになる.その商を����	とすると, 

���� � ��� � ���� � ��������� � ��� � ��� � ��������              

であるから, 	���� � �	�			����� � �		となっている.したがって,実数係数の代数方程式���� � �	が�	を解にも

ち,	��		を解にもたないことになり矛盾を生じる． 

 ��		の共役複素数は�	なので,	�	 � 	�	としても同じように矛盾を生じる． 
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と表される． 

(証明) 

�����	と�����	が互いに素なので，ある整式�����	, �����	が存在して 

���������� � ���������� � �                      

となる．したがって 

����
���� �

��������������� � �����������
���������� � ���������

����� � ���������
����� ⋯ �∗�     

と書くことができる．さらに 

��������� � ���������� � �����,							�	���	�� � ���	���            

��������� � ���������� � �����,							�	���	�� � ���	���            

となるような整式�����	, �����	, �����	, �����	がある．よって 

�∗� � 	���������� � �����	
����� � 	���������� � �����	

����� � ����� � 	�����	
����� � ����� � 	�����	

����� 

となる．あとは，����� � ����� � �	を示せばよい． 

	����	
	����	 � ����� � 	�����	

����� � ����� � 	�����	
�����                  

の両辺に ���� � ����������	をかけると 

���� � ��������� � ���������� � ��������� � ����������          

���� � ���������� � ������ � ���������� � ����������           

となる．ところが，����	, ����������	, ����������	の次数はいずれも����	の次数よりも小さいから 

����� � ����� � �	                         

でなければならない． 

(証明終) 

 さらにこの論法を繰り返し用いることにより，以下の結果が得られる． 

 

定理3.2 

 有理関数 

	����	
���� 					�	���	� � ���	��                             

において，分母がどの2つも互いに素な因数�����	, �����	,⋯	, �����	の積として 

���� � ����������⋯�����									����	�� � �	,				� � �,�,⋯ ,��	             

と分解されるとき，ある適当な整式�����	, �����	,⋯	, �����	が存在して 
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 したがって，� � 	�	が得られる. 

(証明終) 

 

定理 2.7 

 実数係数の�	次の整式 

���� � ���� � �������� � ⋯⋯� ��� � ��					���	, ��	, 	⋯ , ����	, �� � �, �� 	� �	, � ≧ 1�   

を，実数係数の範囲で因数分解すれば一次因数と二次因数の積 

���� � ���� � ����� � ���⋯ �� � ������ � ���� � ����⋯ ��� � ���� � ����							�� � �� � ��	 
となる．ここで，���� � �	の実数解を��	, ��	,⋯ , ��	，虚数解を�� � ���	,⋯ , �� � ���		とした．ただし, 

��	,⋯	, ��	, ��	,⋯	, ��	, ��	,⋯	, �� 	 � 	�	とする． 

 

3. 部分分数分解 
 

 変数�	の関数が 2 つの整式����	, ����	の商 

	����	
	����	 			����� � ��                            

であるとき，この関数を�	の有理関数または分数式関数という． 

 これについて 

���� � �������� � ����,								����	�	 � ���	��                  

となるような整式����	, ����	があるので 

	����	
	����	 �

	�������� � ����	
���� � ���� � 	����

	����	,								����	� � ���	��          

と表すことができる．よって，有理関数では分子の次数が分母の次数より低いものについて考えればよい． 

 

定理3.1 

 有理関数 

����
����												����	� � ���	��                         

において，分母が互いに素な因数�����	, �����	の積として 

���� � ����������								����	�� ≧ 1,			���	�� ≧ 1�                

と分解されるとき，ある適当な整式�����	, �����	が存在して 

	����	
	����	 �

	�����	
		�����	 �

	�����	
		�����		,								�	���	�� � ���	��	,			���	�� � ���	���         
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と表される． 

(証明) 

�����	と�����	が互いに素なので，ある整式�����	, �����	が存在して 

���������� � ���������� � �                      

となる．したがって 

����
���� �

��������������� � �����������
���������� � ���������

����� � ���������
����� ⋯ �∗�     

と書くことができる．さらに 

��������� � ���������� � �����,							�	���	�� � ���	���            

��������� � ���������� � �����,							�	���	�� � ���	���            

となるような整式�����	, �����	, �����	, �����	がある．よって 

�∗� � 	���������� � �����	
����� � 	���������� � �����	

����� � ����� � 	�����	
����� � ����� � 	�����	

����� 

となる．あとは，����� � ����� � �	を示せばよい． 

	����	
	����	 � ����� � 	�����	

����� � ����� � 	�����	
�����                  

の両辺に ���� � ����������	をかけると 

���� � ��������� � ���������� � ��������� � ����������          

���� � ���������� � ������ � ���������� � ����������           

となる．ところが，����	, ����������	, ����������	の次数はいずれも����	の次数よりも小さいから 

����� � ����� � �	                         

でなければならない． 

(証明終) 

 さらにこの論法を繰り返し用いることにより，以下の結果が得られる． 

 

定理3.2 

 有理関数 

	����	
���� 					�	���	� � ���	��                             

において，分母がどの2つも互いに素な因数�����	, �����	,⋯	, �����	の積として 

���� � ����������⋯�����									����	�� � �	,				� � �,�,⋯ ,��	             

と分解されるとき，ある適当な整式�����	, �����	,⋯	, �����	が存在して 
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� 	�������	
	���������	 �

	�������	
		���������		 �

	�����	
	�������																																																																					 

 

⋯⋯⋯⋯⋯																																																											 
 

� 		�����	
	�������	 �

		�����	
	�������	 � ⋯� 	�������	

		���������		 �
	�����	
	�������																																											 

 

� 	��������� � �����	
	�������	 � 		�����	

	�������	 � ⋯� 	�������	
		���������		 �

	�����	
	�������																						 

 

� 	�����	
	����	 �

	�����	
	�������	 �

		�����	
	�������	 � ⋯� 	�������	

		���������		 �
	�����	
	�������																									 

 

� 	��������� � �����	
	����	 � 	�����	

	�������	 �
		�����	
	�������	 � ⋯� 	�������	

		���������		 �
	�����	
	�������	 

 

� ����� � 	�����	
	����	 �

	�����	
	�������	 �

		�����	
	�������	 � ⋯� 	�������	

	���������		 �
	�����	
	�������											 

なので，両辺に ���� � �������	をかけると 

���� � ������������ � �������������� � �������������� � ⋯� ����� 
となる． 

ところが����	� ��������������	� ��������������	� ⋯	� �����	の次数はすべて���� � �������	の次数よりも小さ

いので����� � �	でなければならない． 

 したがって 

����
���� �

�����
���� �

�����
	�����		 � ⋯� 	�����

�����	 	                      

が得られる． 

(証明終) 

(定理3.3 の証明の補足)  

 有理関数 

	��� � �� � 1	
�� � ��� 	⋯⋯①                            

について考える． 

���� � �� � 1� � �� � ��	を実行することにより 

① � 	��� � �� � 1	
�� � ��� � 	��� � ���� � �� � 17	

�� � ��� � 	�� � �	
�� � ��� �

	17	
�� � ��� ⋯⋯②  		  					   

となることがわかる．さらに，��� � �� � �� � ��	を実行することにより 
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	����	
	����	 �

	�����	
		�����	 �

	�����	
		�����	 	� ⋯� 	�����	

		�����	,									����	�� � ���	��,					� � �,�,⋯ ,��	      

と表される． 

 

定理3.3 

有理関数 

	����	
���� 					����	� � ���	��                             

において，分母が整式����	の �	乗として 

���� � �������									����	� � ��                          

と分解されるとき，ある適当な整式�����	, �����	,⋯	, �����		をとることによって 

����
���� �

�����
���� �

�����
	�����		 � ⋯� 	�����

�����	                        

（ただし， 		���	�� � ���	�	,			���	�� � ���	�	,⋯	, ���	�� � ���	�	） 

と表すことができる． 

(証明) 

*以下の議論が成り立つことついては，p.9 の(定理3.3 の証明の補足) が理解の助けになる． 

これから述べるような �	回の割り算を行うことにより，整式�����	, �����	,⋯	, �����		が得られることを示す． 

���� � ��������� � �����,  ������ � �����                

 

����� � ����������� � �������,													�	���	���� � ���	��             
 

⋯⋯⋯⋯⋯                
 

����� � ��������� � �����,												�	���	�� � ���	��               
 

����� � ��������� � �����,											����	�� � ���	��	               
 

 すると 

	����	
	����	 �

	��������� � �����	
������� 																																																																																																																		 

 

� 	�����	
	���������	 �

	�����	
	�������																																																																																																 

 

� 	����������� � �������	
	���������	 � 	�����	

	�������																																																																								 
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� 	�������	
	���������	 �

	�������	
		���������		 �

	�����	
	�������																																																																					 

 

⋯⋯⋯⋯⋯																																																											 
 

� 		�����	
	�������	 �

		�����	
	�������	 � ⋯� 	�������	

		���������		 �
	�����	
	�������																																											 

 

� 	��������� � �����	
	�������	 � 		�����	

	�������	 � ⋯� 	�������	
		���������		 �

	�����	
	�������																						 

 

� 	�����	
	����	 �

	�����	
	�������	 �

		�����	
	�������	 � ⋯� 	�������	

		���������		 �
	�����	
	�������																									 

 

� 	��������� � �����	
	����	 � 	�����	

	�������	 �
		�����	
	�������	 � ⋯� 	�������	

		���������		 �
	�����	
	�������	 

 

� ����� � 	�����	
	����	 �

	�����	
	�������	 �

		�����	
	�������	 � ⋯� 	�������	

	���������		 �
	�����	
	�������											 

なので，両辺に ���� � �������	をかけると 

���� � ������������ � �������������� � �������������� � ⋯� ����� 
となる． 

ところが����	� ��������������	� ��������������	� ⋯	� �����	の次数はすべて���� � �������	の次数よりも小さ

いので����� � �	でなければならない． 

 したがって 

����
���� �

�����
���� �

�����
	�����		 � ⋯� 	�����

�����	 	                      

が得られる． 

(証明終) 

(定理3.3 の証明の補足)  

 有理関数 

	��� � �� � 1	
�� � ��� 	⋯⋯①                            

について考える． 

���� � �� � 1� � �� � ��	を実行することにより 

① � 	��� � �� � 1	
�� � ��� � 	��� � ���� � �� � 17	

�� � ��� � 	�� � �	
�� � ��� �

	17	
�� � ��� ⋯⋯②  		  					   

となることがわかる．さらに，��� � �� � �� � ��	を実行することにより 

－ 57－

貴田研司



 

 ― 11 ― 

の形に表されることがわかる． 

 一方，部分分数分解表示の一意性について考える． 

 今，2通りに分解されて 

	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	 � ⋯⋯� 	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	
� 	���	
	� � �	 �

���
	�� � ���	 � ⋯� ���

	�� � ���	 � ⋯⋯� 	���	
	� � �	 �

���
	�� � ���	 � ⋯� ���

	�� � ���	 

となったと仮定する．両辺に�� � ��� をかけると 

	���� � ����� � �� � ����� � ⋯� �� �⋯⋯� 	��	�� � ���
	� � �	 � ⋯� ���� � ���

	�� � ���	

� 	 ����� � ����� � ����� � ����� �⋯� ��� � ⋯⋯� 	���	�� � ���
	� � �	 � ⋯� ����� � ���

	�� � ���	  

となる．両辺に� � �	 を代入すると，�� � ���		が得られる． 

 次に，両辺から 
��

	������			を引いた式 

	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ����

	�� � �����	 � ⋯⋯� 	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	
� 	���	
	� � �	 �

���
	�� � ���	 � ⋯� �����

	�� � �����	 � ⋯⋯� 	���	
	� � �	 �

���
	�� � ���	 � ⋯� ���

	�� � ���	 

についても同様に，両辺に�� � ����� をかけたものに� � �	 を代入すると，���� � �����		が得られる． 

 以下，この操作を繰り返し続けていくと 

�� � ���� ���� � �����	� ⋯	� �� � ����⋯⋯	� �� � ���� ���� � �����	� ⋯	� �� � ��� 
が得られる． 

 したがって，部分分数分解の表示が一意的であることが示された． 

(証明終) 

 

定理3.5 

実数係数の有理関数 

����
����															�	���	� � ���	��                         

において， 

���� � �� � ��� ⋯ �� � ���	��� � �� � ��� ⋯ ��� � �� � ���	            

��	�⋯	� �	� �	� �	�⋯	� �	�⋯	� � � �	� 	�� � �� � �	� �� � �� � ��          

となっているならば 

	����	
	����	 �

	��	
	� � �	 �

	��	
	�� � ���	 � ⋯� 	��	

	�� � ���	 � ⋯⋯� 	��	
	� � �	 �

	��	
	�� � ���	 � ⋯� 	��	

	�� � ���	     
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② � 	2�� � 2� � 12	
�� � 2�� � 	17	

�� � 2�� �
	2	

	� � 2	 �
	12	

�� � 2�� �
	17	

�� � 2��          							   

が得られる． 

 

例題1 

 定理3.3において，���� � �� � ���	(�	は定数)の場合は 

	����	
	�� � ���	 �

��
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	 				���	� ��	�⋯ � ��は定数�            

となる 

 

例題2 

 定理3.3において，���� � ��� � �� � ���	(�	� �	は定数)の場合は 

	����	
	��� � �� � ���	 �

��� � ��
	�� � �� � �	 �

��� � ��
	��� � �� � ���	 � ⋯� ��� � ��

	��� � �� � ���	 	          

（��	� ��� ��	� ���⋯ � ��� ��		は定数） 

となる． 

 

定理3.4 

 複素数係数の有理関数 

����
����						����	� � ���	��        		                   

において，���� � �� � ���⋯�� � ���	となっているならば 

	����	
	����	 �

	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	 � ⋯⋯� 	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	 

���� ���⋯ � ��� ��� ���⋯ � ��は定数 	�	
の形に一意的に表される． 

(証明) 

 定理3.2より 

	����	
	����	 �

����
	�� � ���	 � ⋯⋯� ����

	�� � ���	                     

����	� � �	�⋯	� ���	� � ��	                      

と表される．さらに，定理3.3より 

	����	
	����	 �

	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	 � ⋯⋯� 	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	 

���� ���⋯ � ��� ��� ���⋯ � ��は定数 	�	
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の形に表されることがわかる． 

 一方，部分分数分解表示の一意性について考える． 

 今，2通りに分解されて 

	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	 � ⋯⋯� 	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	
� 	���	
	� � �	 �

���
	�� � ���	 � ⋯� ���

	�� � ���	 � ⋯⋯� 	���	
	� � �	 �

���
	�� � ���	 � ⋯� ���

	�� � ���	 

となったと仮定する．両辺に�� � ��� をかけると 

	���� � ����� � �� � ����� � ⋯� �� �⋯⋯� 	��	�� � ���
	� � �	 � ⋯� ���� � ���

	�� � ���	

� 	 ����� � ����� � ����� � ����� �⋯� ��� � ⋯⋯� 	���	�� � ���
	� � �	 � ⋯� ����� � ���

	�� � ���	  

となる．両辺に� � �	 を代入すると，�� � ���		が得られる． 

 次に，両辺から 
��

	������			を引いた式 

	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ����

	�� � �����	 � ⋯⋯� 	��	
	� � �	 �

��
	�� � ���	 � ⋯� ��

	�� � ���	
� 	���	
	� � �	 �

���
	�� � ���	 � ⋯� �����

	�� � �����	 � ⋯⋯� 	���	
	� � �	 �

���
	�� � ���	 � ⋯� ���

	�� � ���	 

についても同様に，両辺に�� � ����� をかけたものに� � �	 を代入すると，���� � �����		が得られる． 

 以下，この操作を繰り返し続けていくと 

�� � ���� ���� � �����	� ⋯	� �� � ����⋯⋯	� �� � ���� ���� � �����	� ⋯	� �� � ��� 
が得られる． 

 したがって，部分分数分解の表示が一意的であることが示された． 

(証明終) 

 

定理3.5 

実数係数の有理関数 

����
����															�	���	� � ���	��                         

において， 

���� � �� � ��� ⋯ �� � ���	��� � �� � ��� ⋯ ��� � �� � ���	            

��	�⋯	� �	� �	� �	�⋯	� �	�⋯	� � � �	� 	�� � �� � �	� �� � �� � ��          

となっているならば 

	����	
	����	 �

	��	
	� � �	 �

	��	
	�� � ���	 � ⋯� 	��	

	�� � ���	 � ⋯⋯� 	��	
	� � �	 �

	��	
	�� � ���	 � ⋯� 	��	

	�� � ���	     
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あらまし 

行列式の絶対値の上限に関して，アダマールの不等式と呼ばれるものがある.この論文ではアダマールの不等

式を，正値エルミート行列を用いて詳細に証明することを目標とする. 

 
Abstract 

With respect to supremum of absolute values of determinants, we give the Hadamard inequality. The purpose of this paper 
is to present a full proof by means of positive-definite Hermitian matrices . 

 
キーワード：正値エルミート行列，行列式，アダマールの不等式  
Keywords: Positive-Definite Hermitian Matrix , Determinant , Hadamard Inequality  

 
1. はじめに 

 

 線形代数で学ぶ行列式については様々なことが知られている．行列式の絶対値の上限についての，アダマール

の不等式と呼ばれる次の定理がある． 

 

定理(アダマールの不等式) 

 �	次行列 

� � ���	� ���⋯⋯ � ��	�  (ただし，��	を� の第�		列とする) 

に対して 

   abs|�| ≦ ‖��‖‖��‖⋯⋯‖��‖  
が成り立つ． 

 

これについていくつかの証明方法が知られているが，エルミート形式を用いた証明を与えることとする1)2)3)4)5)． 

今，複素数を成分とする�	次行列�	の転置共役行列を�∗		と表すことにする．�∗ � �	 を満たすものをエルミ

ート行列といい，�∗ � �	��		を満たすものをユニタリー行列という．これらについて以下の 3 つの定理が成り

立つことが知られている． 
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																				� 	��� ���	
	�� � �� � �	 � �� 	��� ���	

	��� � �� � ���	 � ��� 	��� � ��	
	�� � �� � �	 � �� 	��� � ��	

	��� � �� � ���	  	   

�	��� ���� � ���� � ��� ������� �������������� � ��� ������� �� � �	� 
の形に表される． 

(証明) 

 定理3.2より 

	����	
	����	 �

	����	
	�� � ���	 � ��� 	����

	�� � ���	 �
	����

	��� � �� � ���	 � ��� 	����
	��� � �� � ���	     

����	� � �	��	� ���	� � �� ���	� � ���� � ���	� � ���	 
と表される．さらに定理3.3より 

	����	
	����	 �

	��	
	� � �	 �

	��	
	�� � ���	 � �� 	��	

	�� � ���	 � ��� 	��	
	� � �	 �

	��	
	�� � ���	 � �� 	��	

	�� � ���	     

																				� 	��� ���	
	�� � �� � �	 � �� 	��� ���	

	��� � �� � ���	 � ��� 	��� � ��	
	�� � �� � �	 � �� 	��� � ��	

	��� � �� � ���	  	   

�	��� ���� � ���� � ��� ������� �������������� � ��� ������� �� � �	� 
の形に表されることがわかる． 

(証明終) 
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