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あらまし 

よく知られている不等式として，算術平均と幾何平均の関係と呼ばれるものがある.この論文では算術平均と

幾何平均の関係を，対数関数を用いて証明することを目標とする. 

 
Abstract 

As a well-known inequality, we give a relation between arithmetic means and geometric means. The purpose of this paper is 
to present a proof of the inequality by means of a logarithmic function. 
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1. はじめに 

 

よく知られている不等式として算術平均と幾何平均の関係があるのだが，まず算術平均と幾何平均について

説明する．�	個の数��	� ��	���	� ��	に対して 

	�� � �� � ��� ��	
�                               

を，これら�	個の数の算術平均または相加平均という． 

また，�	個の数�� ≧ 0	� �� ≧ 0	���	� �� ≧ 0	に対して 

����� ����	�                                

を，これら�	個の数の幾何平均または相乗平均という． 

 算術平均と幾何平均の間には次の不等式が成り立つ． 

 

定理 1.1（算術平均と幾何平均の関係） 

�	個の数�� ≧ 0	� �� ≧ 0	���	� �� ≧ 0	に対して 

����� ����	� ≦ 	 	�� � �� � ��� ��	
�                      

であり，等号が成り立つのは�� � �� � �� � ��	 のときに限る． 
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(証明) 

まず，� � √��� 	� � � √��� 	� � � ���� 	とおく． 

 すると 

	�� � �� � ��	
3 � �������� � 	1	

	3	 ���� � �� � ��� � 3�������� �															   																																								 

� 	1	
	3	 ���

� � �� � ��� � 3����			   										 

																						� 	1	
	3	 �� � � � ����� � �� � �� � �� � �� � ���	 		 			 

																																						� 	1	
	3	
	1	
	2	 �� � � � ���2�� � 2�� � 2�� � 2�� � 2�� � 2��� 	  

																																																								� 	1	
	6	 �� � � � ������ � 2�� � ��� � ��� � 2�� � ��� � ��� � 2�� � ����	 

																					� 	1	
	6	 �� � � � ����� � ��� � �� � ��� � �� � ���� 	≧ 	0	 

であるから 

		�� � �� � ��	
3 	≧ 	 �����	���                            

が成り立つことが示される．等号が成り立つのは 

� � � � 0	� � � � � 0	� � � � � 0                     

すなわち，� � � � �	 すなわち，�� � �� 	� ��	のときに限る． 

(証明終) 

 

3. 算術平均と幾何平均の関係の対数関数を利用した証明 

 

 第１章で述べたように，一般に次の定理 

 

定理 3.1（算術平均と幾何平均の関係）1)2) 

�	個の数�� � 0	� �� � 0	���	� �� � 0	に対して 

����� ����	� ≦ 	 	�� � �� ���� ��	
�                     

であり，等号が成り立つのは�� � �� � �� � ��	 のときに限る． 

 

が成り立つ．この章では対数関数を利用した証明方法について述べる． 

 関数� � ���	�	 のグラフの上の点��	�			�����	（�	は正の定数）における接線の方程式は 

� � ���� � 	1	
	�	 �� � ��	                          

すなわち 
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 この不等式は，相加・相乗平均の関係とも呼ばれ，特に� � 2	 の場合にはよく知られている．一般の形とそ

の証明について述べる 1)2)．ただし，�	個の数�� ≧ 0	� �� ≧ 0	���	� �� ≧ 0の中に一つでも 0 があったならば，

明らかに成り立つ不等式である．したがって以下では，�� � 0	� �� � 0	���	� �� � 0の場合についてのみ議論

することとする． 

 

2. 算術平均と幾何平均の関係の具体例 
 

 まず，� � 2	の場合について述べる． 

 

定理 2.1 

2個の数�� � 0	� �� � 0	に対して 

����� ≦ 	 	�� � ��	
2                                

であり，等号が成り立つのは�� � ��	 のときに限る． 

(証明) 

 まず，� � √��		� � � √��		とおく． 

 すると 

		�� � ��	
2 � ����� � 	1	

	2	 ���� � ��� � 2������											             																			 

� 	1	
	2	 ���

� � ��� � 2���              

� 	1	
	2	 �� � ��� 	≧ 	0			             					 

であるから 

	�� � ��	
2 	≧ 	�����	                             

が成り立つことが示される．等号が成り立つのは，� � � � 0	すなわち，� � �	すなわち，�� � ��	のとき限る． 

(証明終) 

 

 次に，� � 3	の場合について述べる． 

 

定理 2.2 

3個の数�� � 0	� �� � 0	� �� 	� 	0	に対して 

�����	��� ≦ 	 	�� � �� � ��	
3                          

であり，等号が成り立つのは�� � �� � 	��	 のときに限る． 
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(証明) 

まず，� � √��� 	� � � √��� 	� � � ���� 	とおく． 

 すると 

	�� � �� � ��	
3 � �������� � 	1	

	3	 ���� � �� � ��� � 3�������� �															   																																								 

� 	1	
	3	 ���

� � �� � ��� � 3����			   										 

																						� 	1	
	3	 �� � � � ����� � �� � �� � �� � �� � ���	 		 			 

																																						� 	1	
	3	
	1	
	2	 �� � � � ���2�� � 2�� � 2�� � 2�� � 2�� � 2��� 	  

																																																								� 	1	
	6	 �� � � � ������ � 2�� � ��� � ��� � 2�� � ��� � ��� � 2�� � ����	 

																					� 	1	
	6	 �� � � � ����� � ��� � �� � ��� � �� � ���� 	≧ 	0	 

であるから 

		�� � �� � ��	
3 	≧ 	 �����	���                            

が成り立つことが示される．等号が成り立つのは 

� � � � 0	� � � � � 0	� � � � � 0                     

すなわち，� � � � �	 すなわち，�� � �� 	� ��	のときに限る． 

(証明終) 

 

3. 算術平均と幾何平均の関係の対数関数を利用した証明 

 

 第１章で述べたように，一般に次の定理 

 

定理 3.1（算術平均と幾何平均の関係）1)2) 

�	個の数�� � 0	� �� � 0	���	� �� � 0	に対して 

����� ����	� ≦ 	 	�� � �� ���� ��	
�                     

であり，等号が成り立つのは�� � �� � �� � ��	 のときに限る． 

 

が成り立つ．この章では対数関数を利用した証明方法について述べる． 

 関数� � ���	�	 のグラフの上の点��	�			�����	（�	は正の定数）における接線の方程式は 

� � ���� � 	1	
	�	 �� � ��	                          

すなわち 
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log	�� � log	�� � �� log	�� ≦ 	�	
	�� � �� � �� ��	 �	�� � �� � �� ��� � �log	� � �	     

log	��	�� ��� ≦ �log	 	�� � �� � �� ��	
�      		     		         	 

であるから 

1
	�	 log	��	�� ��� ≦ log	 	�� � �� � �� ��	

� 	                   

log���	�� ���� 	≦ log	 	�� � �� � �� ��	
�                    

が得られる．関数� � log	�	 は連続な狭義の単調増加関数であるから 

���	�� ���� 	≦ 	 	�� � �� ��� ��	
�                      

が成り立つことが示される． 

 等号が成り立つのは 

�� � 	 	�� � �� � ��� ��	
� 	� �� � 	 	�� � �� ���� ��	

� 	���	� �� � 	 	�� � �� � ��� ��	
�  

すなわち 

�� � �� � �� � ��	                           

のときに限る． 

(証明終) 

 

4. 算術平均と幾何平均の関係の拡張 

 

 第2章で述べた 

 

定理 2.1 

2個の数�� � �	� �� � �	に対して 

����� ≦ 	 	�� � ��	
2                                

であり，等号が成り立つのは�� � ��	 のときに限る． 

 

の拡張となっている定理を紹介する． 

 

定理 4.1 

 �� � � 1� 	�	
	�	 �

	�	
	�	 � 1	のとき，� � �	� � � �	に対して 

�
�	
	�	�

	�	
	�	 	≦ 	 	�		�	 �

	�	
	�	                             

であり，等号が成り立つのは � � �		のときに限る． 
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� � 	1	
	�	 � � ���	� � 1                         	 

である． 

また 

����	��� � 	1	
	�	 ,			����	��

�� � � 	1	
	��	 � �                  

であることから，関数� � ���	�	 のグラフは上に凸であり，接線の方が上にあることもわかる． 

よって 

���	� ≦ 	1	
	�	 � � ���	� � 1	⋯⋯①                       

が成り立ち，等号成立は� � �	のときに限ることがわかる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.1 graph of a logarithmic function 

 

ここで，�	個の数�� � �	, �� � �	,⋯⋯	, �� � �	に対して，算術平均を考えて 

� � 	 	�� � �� �⋯⋯� ��	
�                             

とおくことにする．①の�	に��	, ��	,⋯⋯	, ��	 を代入して得られる次の�	個の不等式 

���	�� ≦ 	1	
	�	 �� � ���	� � 1	                            

���	�� ≦ 	1	
	�	 �� � ���	� � 1	                            

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯                                 

���	�� ≦ 	1	
	�	 �� � ���	� � 1	                            

の両辺をそれぞれ加えると 
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log	�� � log	�� � �� log	�� ≦ 	�	
	�� � �� � �� ��	 �	�� � �� � �� ��� � �log	� � �	     

log	��	�� ��� ≦ �log	 	�� � �� � �� ��	
�      		     		         	 

であるから 

1
	�	 log	��	�� ��� ≦ log	 	�� � �� � �� ��	

� 	                   

log���	�� ���� 	≦ log	 	�� � �� � �� ��	
�                    

が得られる．関数� � log	�	 は連続な狭義の単調増加関数であるから 

���	�� ���� 	≦ 	 	�� � �� ��� ��	
�                      

が成り立つことが示される． 

 等号が成り立つのは 

�� � 	 	�� � �� � ��� ��	
� 	� �� � 	 	�� � �� ���� ��	

� 	���	� �� � 	 	�� � �� � ��� ��	
�  

すなわち 

�� � �� � �� � ��	                           

のときに限る． 

(証明終) 

 

4. 算術平均と幾何平均の関係の拡張 

 

 第2章で述べた 

 

定理 2.1 

2個の数�� � �	� �� � �	に対して 

����� ≦ 	 	�� � ��	
2                                

であり，等号が成り立つのは�� � ��	 のときに限る． 

 

の拡張となっている定理を紹介する． 

 

定理 4.1 

 �� � � 1� 	�	
	�	 �

	�	
	�	 � 1	のとき，� � �	� � � �	に対して 

�
�	
	�	�

	�	
	�	 	≦ 	 	�		�	 �

	�	
	�	                             

であり，等号が成り立つのは � � �		のときに限る． 
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�	個の数�� � �	� �� � �	�⋯⋯	� �� � �	に対して 

����� ⋯⋯��	� ≦ 	 	�� � �� �⋯⋯� ��	
�                     

であり，等号が成り立つのは�� � �� � ⋯⋯ � ��	 のときに限る． 

 

の拡張となっている定理を紹介する． 

 

定理4.2（算術平均と幾何平均の関係の拡張） 

	1	
	��	 � �	� 	1		��	 � �	�⋯⋯	� 	1		��	 � ��			 	1		��	 �	

	1	
	��	 � ⋯� 	1	

	��	 � 1              

のとき，�	個の数�� � �	� �� � �	�⋯⋯	� �� � �	に対して， 

��
	�	
	��	 ∙ ��

	�	
	��	 ∙ ⋯ ∙ ��

	�	
	��	 ≦ 	��	

	��	 �
	��	
	��	 � ⋯� 	��	

	��	      		             

であり，等号が成り立つのは�� � �� � ⋯⋯ � ��	 のときに限る． 

（証明） 

 定理3.1の証明において，�	が正の定数であるとき，� � �	に対して 

���	� ≦ 	1	
	�	 � � ���	� � 1	⋯⋯�⋕�                       

が成り立ち，等号成立は� � �	 のときに限ることを示した． 

 さて， �⋕� において 

� � 	��	
	��	 �

	��	
	��	 � ⋯� 	��	

	��	             	             

とおくことにする． �⋕� の�	にそれぞれ��	� ��	�⋯⋯	� ��	 を代入すれば，次の�	個の不等式 

���	�� ≦ 	1	
	�	 �� � ���	� � 1	⋯ �1�                          

���	�� ≦ 	1	
	�	 �� � ���	� � 1	⋯ �2�                          

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯                                 

���	�� ≦ 	1	
	�	 �� � ���	� � 1⋯���	                          

が得られる． 

不等式���			�� � 1�2�⋯ � ��	 の両辺を
	�	
	��	 � �	した不等式を考えると 

	1	
	��	 ∙ ���	�� ≦

	1	
	��	 ∙

	1	
	�	 �� �

	1	
	��	 ∙ ���	� �

	1	
	��	 	⋯ �1��                   

	1	
	��	 ∙ ���	�� ≦

	1	
	��	 ∙

	1	
	�	 �� �

	1	
	��	 ∙ ���	� �

	1	
	��	 	⋯ �2��                   

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯                                 

 

 ― 6 ― 

（証明） 

曲線� � ��					�� � � � 1�	について，�� � �����	なので点�1,1�	における接線の方程式は 

� � 1 � ��� � 1�	 すなわち 	� � �� � 1 � � 
である．さらに 	�1 � � � 1 � �	 に留意すると� � �		のとき 

��� � ��� � 1����� 	� �                          

であるから，曲線� � ��					�� � � � 1� は上に凸であり，接線の方が上にあることがわかる． 

したがって� � �	のとき 

�� � 1 � � ≧ �� ⋯⋯�∗�                          

であり，等号が成り立つのは 	� � 1	のときに限ることがわかる． 

 �∗�において � � 	�	
	�	 � �,					� � 	�	

	�	 			�� �
	�	
	�	 � 1� とおくと 

	1	
	�	 ∙

	�	
	�	 � 1 � 	1	

	�	 ≧ �	�		�	�
	�	
	�	
                         

	1	
	�	 ∙

	�	
	�	 � 1 � 	1	

	�	 ≧ �
	�	
	�	��

	�	
	�	                         

ここで，1 � 	�	
	�	 �

	�	
	�	 	,			�

	�	
	�	 � 	

	�	
	�	 � 1であるから 

	1	
	�	 ∙

	�	
	�	 �

	1	
	�	 ≧ �

	�	
	�	�

	�	
�	��                          

両辺を�	倍すると 

	�	
	�	 �

	�	
	�	 ≧ �

	�	
	�	�

	�	
�	                            

が得られる． 

また，等号が成り立つのは � � 	�	
	�	 � 1  すなわち，� � �		のときに限ることもわかる． 

（証明終） 

 

 定理4.1において，� � 2, � � 2	とすれば 

�	�		�	�	�		�	 	≦ 	 	�		2	 �
	�	
	2	 	                             

すなわち 

	√��	 	≦ 	 	� � �	
	2	                               

の形となるので，定理4.1は定理2.1の拡張となっていることがわかる． 

 次に，第3章で述べた 

 

定理 3.1（算術平均と幾何平均の関係） 
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�	個の数�� � �	� �� � �	�⋯⋯	� �� � �	に対して 

����� ⋯⋯��	� ≦ 	 	�� � �� �⋯⋯� ��	
�                     

であり，等号が成り立つのは�� � �� � ⋯⋯ � ��	 のときに限る． 

 

の拡張となっている定理を紹介する． 

 

定理4.2（算術平均と幾何平均の関係の拡張） 

	1	
	��	 � �	� 	1		��	 � �	�⋯⋯	� 	1		��	 � ��			 	1		��	 �	

	1	
	��	 � ⋯� 	1	

	��	 � 1              

のとき，�	個の数�� � �	� �� � �	�⋯⋯	� �� � �	に対して， 

��
	�	
	��	 ∙ ��

	�	
	��	 ∙ ⋯ ∙ ��

	�	
	��	 ≦ 	��	

	��	 �
	��	
	��	 � ⋯� 	��	

	��	      		             

であり，等号が成り立つのは�� � �� � ⋯⋯ � ��	 のときに限る． 

（証明） 

 定理3.1の証明において，�	が正の定数であるとき，� � �	に対して 

���	� ≦ 	1	
	�	 � � ���	� � 1	⋯⋯�⋕�                       

が成り立ち，等号成立は� � �	 のときに限ることを示した． 

 さて， �⋕� において 

� � 	��	
	��	 �

	��	
	��	 � ⋯� 	��	

	��	             	             

とおくことにする． �⋕� の�	にそれぞれ��	� ��	�⋯⋯	� ��	 を代入すれば，次の�	個の不等式 

���	�� ≦ 	1	
	�	 �� � ���	� � 1	⋯ �1�                          

���	�� ≦ 	1	
	�	 �� � ���	� � 1	⋯ �2�                          

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯                                 

���	�� ≦ 	1	
	�	 �� � ���	� � 1⋯���	                          

が得られる． 

不等式���			�� � 1�2�⋯ � ��	 の両辺を
	�	
	��	 � �	した不等式を考えると 

	1	
	��	 ∙ ���	�� ≦

	1	
	��	 ∙

	1	
	�	 �� �

	1	
	��	 ∙ ���	� �

	1	
	��	 	⋯ �1��                   

	1	
	��	 ∙ ���	�� ≦

	1	
	��	 ∙

	1	
	�	 �� �

	1	
	��	 ∙ ���	� �

	1	
	��	 	⋯ �2��                   

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯                                 
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を用いて導くことができる．まず，サラスの方法を使って計算すると 

� �	�� �		�� � �� � ��� � ��� � ��� � �� � �� � �� � ���� 
であるが，一方 

� � �	
� � �
� � �
� � �

	� 														                																																																								 

� �	
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

	� 																		                																																 

� �� � � � �� �	
� � �
� � �
� � �

	� 																					                																						 

� �� � � � �� �	
� � �
� � � � � � �
� � � � � � �

	� 														                													 

� �� � � � �� �	� � � � � �
� � � � � �	� 																		                																 

� �� � � � ����� � ���� � �� � �� � ���� � ���                 

� �� � � � ����� � �� � �� � �� � �� � ���		                				 
であることから因数分解の公式が成り立つことがわかる． 
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	1	
	��	 ∙ ���	�� ≦

	1	
	��	 ∙

	1	
	�	 �� �

	1	
	��	 ∙ ���	� �

	1	
	��	⋯ ����	                  

の両辺をそれぞれ加えると 

	1	
	��	 ∙ ���	�� � ⋯� 	1	

	��	 ∙ ���	�� ≦
	1	
	�	 �

	��	
	��	 � ⋯� 	��	

	��	� � � 	1		��	 � ⋯� 	1	
	��	� ���	� �	�

	1	
	��	 � ⋯� 	1	

	��	� 

���	��
	�	
	��	 � ⋯� ���	��

	�	
	��	 ≦ 	1	

	�	 ∙ � � 1 ∙ ���	� � 	1                  

��� ���
	�	
	��	 ∙ ⋯ ∙ 	��

	�	
	��	� ≦ ���	 �	��	�� � ⋯� 	��	

�� �                    

が得られる．関数� � ���	�	 は連続な狭義の単調増加関数であるから 

��
	�	
	��	 ∙ ⋯ ∙ 	��

	�	
	��	 ≦ 	��	

�� � ⋯� 	��	
��                        

が成り立つことが示される． 

 等号が成り立つのは 

�� � 	��	
	��	 �

	��	
	��	 � ⋯� 	��	

	��	 � �� �
	��	
	��	 �

	��	
	��	 � ⋯� 	��	

	��	 �⋯⋯ � �� � 	��	
	��	 �

	��	
	��	 � ⋯� 	��	

	��	     	 
すなわち 

�� � �� � ⋯⋯ � ��	                           

のときに限る． 

（証明終） 

 

 定理4.2 において，�� � �� �� � ��⋯	� 	�� � �	 とすれば 

��
	�	
	�	 ∙ ��

	�	
	�	 ∙ ⋯ ∙ ��

	�	
	�		 ≦ 	��	

	�	 �
	��	
	�	 � ⋯� 	��	

	�	                  

すなわち 

����� ⋯��	� ≦ 	�� � �� � ⋯� ��	
	�	                     

の形となるので，定理4.2は定理3.1の拡張となっていることがわかる． 

 

5. おわりに 
 

 算術平均と幾何平均に関する不等式の証明方法は数多く知られている．対数関数を利用する他の方法もあり，

関数方程式を利用する方法，数学的帰納法による証明，式の変形による証明，そしてロルの定理を利用する証

明がある 1)． 

 蛇足ではあるが，定理 2.2 の証明の中で用いた因数分解の公式 

	�� � �� � �� � ���� � �� � � � ����� � �� � �� � �� � �� � ���            

は，行列式 

� � �	
� � �
� � �
� � �

	�                                 
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を用いて導くことができる．まず，サラスの方法を使って計算すると 
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であるが，一方 
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	� 																					                																						 
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� �� � � � ����� � ���� � �� � �� � ���� � ���                 
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であることから因数分解の公式が成り立つことがわかる． 
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