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 この不等式において，� � �� � � �	 とおけば 

�|����|
�

���
� 	��|��|�

�

���
�
�
	�	
��|��|�

�

���
�
�
	�	
                   

となるから 

��|����|
�

���
�
�
� ��|��|�

�

���
���|��|�

�

���
�                    

が得られる．これは，コーシー・シュワルツの不等式の一つである． 

 

2. ヘルダーの不等式 
 

 まずは準備として次の 3 つの不等式が成り立つことを証明する． 

 

定理 2.1 

 � � � � 0�			� � 0� � � 1のとき 

	�� � 1	
� � 	�� � 1	

�                           

が成り立つ． 

（証明） 

 まず，関数 

���� � 	�� � 1	
� � 	�� � 1	

�                       

を考えると，����� � ���� � ���� � ��������� � 1�	となる． 

 � � � � 0	であり，増減表は 

� 0 ⋯ 1 ⋯ 

��  � 0 � 
� � 1

	�	 �
1
	�	 ↘ 0 ↗ 

となる． 

 したがって，� � 0� � � 1のときに，���� � 0	となっていることがわかる． 

 よって 

	�� � 1	
� � 	�� � 1	

� � 0                         

 

すなわち 

	�� � 1	
� � 	�� � 1	

�                           

が成り立つことが示された． 

（証明終） 
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あらまし 

よく知られている結果として，ヘルダーの不等式と呼ばれるものがある.この不等式の特別な場合がコーシー・

シュワルツの不等式である．この論文ではヘルダーの不等式を，詳細に証明することを目標とする. 

 
Abstract 

As a well-known result, we give the Hölder inequality. The Cauchy-Schwarz inequality is a special case of the Hölder 
inequality. The purpose of this paper is to present a full proof. 
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1. はじめに 

 

有限次元の線形空間�� において様々な不等式が知られているが，この論文ではヘルダーの不等式と呼ばれ

る次の不等式 

 

定理 
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が成り立つ． 
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1
	�	 |�|

� � 1
	�	 	|�|

� ≧ |�||�|	                        

が成り立つことが示された． 

等号が成り立つのは� � |�||�|�
�

	���	 � 1 すなわち |�| � |�|
�

��� のときである．ところが 

1
	� � 1	 �

1
	�	

	1 � 1
	�		

� 	
1
	�	
	 1	�		

� 	�	
	�	                       

であるから， |�| � |�|
	�	
	�	 ,すなわち |�|� � |�|�のときである． 

（証明終） 

 

 さてこれからこの定理 2.3 を利用して，ヘルダーの不等式が成り立つことの証明を与える． 

 

定理 2.4（ヘルダーの不等式） 
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のときに限る． 

（証明） 

 まず，定理 2.3 の②において 
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定理 2.2 

�� � � 1� 1
	�	 �

1
	�	 � 1	                               

のとき 

1
	�	 �

� � 1
	�	 	≧ 	�⋯⋯① �� ≧ �	�                       

が成り立つ． 

（証明） 

 条件より 	 �	�	 � �	 であるから，� � �	のときに①が成り立つ． 

また， 		 �	�	 �
�
	�	 � 1	 の条件より，� � 1	のときに①が等号として成り立つ． 

さらに，� � �� � � 1のときは，定理 2.1 における � � 1	の場合を考えると 

	�� � 1	
� � � � 1                            

1
	�	 �

� � 1 � 1
	�	 � �                           

1
	�	 �

� � 1
	�	 � �                             

が成り立つことが示される． 

（証明終） 

 

定理 2.3 

� � 1� 1
	�	 �

1
	�	 � 1                               	 

のとき，実数�� �	について 

1
	�	 |�|

� � 1
	�	 |�|

� 	≧ 	 |�||�|⋯⋯②                      

が成り立つ． 

等号が成り立つのは |�|� � |�|� のときに限る． 

（証明） 

 定理 2.2 の①において� � |�||�|�
�

	���	 とおくと 

1
	�	 |�|

�|�|�
�

	���	 � 1
	�	 	≧ |�||�|�

�
	���	 	⋯⋯㋐                  

となる． 

ここで，㋐の両辺に |�|
�

	���	 をかけると 

1
	�	 |�|

� � 1
	�		|�|

�
	���	 ≧ |�||�|	⋯⋯㋑                    

が得られる． 

 ところが， 		 �	�	 �
�
	�	 � 1	 の条件より

�
	�	 � 1 � �

	�		 であるから 

�
	� � 1	 �

1
	1 � 1

	�		
� 1
	 1	�		

� �                          

なので ㋑により 
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定理 3.1 

�� � � 1� 1
	�	 �

1
	�	 � 1                              	 

のとき，領域�	上の�	乗可積分関数�� � � �	 �	�	乗可積分関数�� � � �	に対して，積��������	は�	上の可積

分関数であり，次の不等式 

� |����||����|
	

�
�� � �� |����|�

	

�
���
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�� |����|�

	

�
���

� ��
 

が成り立つ． 

(証明) 略． 
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両辺を�	について加えると 
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が成り立つことが示された． 
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の場合である． 

（証明終） 

 

3. 積分におけるヘルダーの不等式 
 

 この章では，積分におけるヘルダーの不等式について述べる 3)． 

 領域� � ��	の可測関数�� � � �		 に対して，その�	次ノルムを 

‖�‖� � �� |����|�
	

�
���

� ��
 

と定義する．これが有限であるときに�	は�	乗可積分であると言われる．これについては，以下のことが知られ

ている． 
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定理 3.1 
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