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・・  ヘヘヴヴィィササイイドド（（HHeeaavviissiiddee））のの展展開開定定理理をを用用いいるる方方法法  

 

 𝑃𝑃(𝑠𝑠), 𝑄𝑄(𝑠𝑠) が互いに素な𝑠𝑠𝑠の多項式であり，𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠の次数は𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠 の次数より低いとする．このとき 

𝐹𝐹(𝑠𝑠) = 𝑠𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠
𝑠𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠                               

の逆ラプラス変換の計算方法の一つとして次のことが知られており，ヘヴィサイドの展開と呼ばれる． 

 

[1] 𝑄𝑄(𝑠𝑠) = (𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠�)(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠�)⋯⋯(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠�)𝑠であり，𝑠𝑠�𝑠, 𝑠𝑠�𝑠, ⋯⋯ , 𝑠𝑠�𝑠 はすべて異なる数であるとき 

ℒ�� �𝑠𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠𝑠𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠� =
𝑃𝑃(𝑠𝑠�)
𝑠𝑄𝑄�(𝑠𝑠�)𝑠 𝑒𝑒

��� + 𝑃𝑃(𝑠𝑠�)
𝑠𝑄𝑄�(𝑠𝑠�)𝑠 𝑒𝑒

��� + ⋯⋯+ 𝑃𝑃(𝑠𝑠�)
𝑠𝑄𝑄�(𝑠𝑠�) 𝑒𝑒

���          

である． 

 

[2] 𝑄𝑄(𝑠𝑠) = (𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠)�𝑠のとき 

ℒ�� �𝑠𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠𝑠𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠� = 𝑒𝑒�� � 𝑃𝑃(𝑠𝑠)
𝑠0! ∙ (𝑛𝑛 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

��� + 𝑃𝑃�(𝑠𝑠)
𝑠𝑛! ∙ (𝑛𝑛 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

��� + 𝑃𝑃��(𝑠𝑠)
𝑠𝑛! ∙ (𝑛𝑛 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

��� 𝑠𝑠   𝑠𝑠𝑠𝑠 

+ 𝑠𝑃𝑃(�)(𝑠𝑠)
𝑛! ∙ 𝑠 (𝑛𝑛 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

��� + ⋯⋯+ 𝑠𝑃𝑃(�)(𝑠𝑠)
𝑠𝑘𝑘! ∙ (𝑛𝑛 𝑠 𝑘𝑘 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

�����𝑠   𝑠𝑠 

𝑠+⋯⋯+ 𝑠𝑃𝑃(���)(𝑠𝑠)
(𝑛𝑛 𝑠 𝑛)! ∙ 𝑠𝑛!𝑠 𝑡𝑡 +

𝑠𝑃𝑃(���)(𝑠𝑠)
(𝑛𝑛 𝑠 𝑛)! ∙ 0!� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠    𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

である． 

 

[3] 𝑃𝑃(𝑠𝑠) = 𝐴𝐴𝑠𝑠 + 𝐴𝐴, 𝑄𝑄(𝑠𝑠) = (𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠)� + 𝑏𝑏�𝑠𝑠𝑠(𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝑠𝑠, 𝑏𝑏𝑠𝑠は実数)𝑠のとき，𝑃𝑃(𝑠𝑠 + 𝑏𝑏𝑎𝑎)𝑠𝑠𝑠(𝑎𝑎𝑠は虚数単位)𝑠の実部を𝐴𝐴�, 虚

部を𝐴𝐴�𝑠とすると 

ℒ�� �𝑠𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠𝑠𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠� =
𝑛
𝑠𝑏𝑏𝑠 𝑒𝑒

��(𝐴𝐴�sin𝑏𝑏𝑡𝑡 + 𝐴𝐴�cos𝑏𝑏𝑡𝑡)𝑠𝑠                 𝑠𝑠𝑠𝑠 

である． 

 

・・留留数数定定理理（（複複素素積積分分））をを用用いいたた方方法法 11))  

  

定定理理（（ララププララスス逆逆変変換換公公式式））  

 𝑠𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑠が,𝑠𝑡𝑡 𝑡 0𝑠で定義された連続関数で，𝑠𝑓𝑓�(𝑡𝑡) は区分的に連続であるとする．また𝑠𝛽𝛽𝑠を実数の定数として 

𝐹𝐹(𝑠𝑠) = ℒ�𝑠𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑠�𝑠,   Re𝑠s 𝑡 𝑠𝛽𝛽                        

とする． 
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ああららまましし 

 大学初年次で学ぶ応用数学の中の重要な項目として，ラプラス変換とその応用がある．その逆変換の計算方法として部分分数

分解を用いるもの，ヘヴィサイドの展開定理を用いたもの，そして複素積分を用いたものがある．この論文では，これら 3 つの

計算方法を比較し，それらの特徴が理解できることを目指した学習教材を提案する. 

 
 

Abstract 
   As important items in applied mathematics studied in the first grade, we give lectures on Laplace transforms and their applications. As 
methods for calculating inverse Laplace transforms, we sometimes use means of partial fraction decompositions, Heaviside Expansion Theorem, 
and complex integral. The purpose of this paper is to compare the three methods. 
 
キキーーワワーードド：：部分分数分解，ブロムウィッチ積分，極，留数定理，ヘヴィサイドの展開定理 
Keywords: Partial Fraction Decomposition, Bromwich’s Integra, Pole, Residue Theorem, Heaviside Expansion Theorem 

 
11..  ははじじめめにに  

 
 工学系・情報系の専門基礎科目としての数学系科目に，逆ラプラス変換の計算が登場する．これについて，以下の 3 つの

方法が知られている． 
 

・・ララププララスス変変換換のの一一意意性性にに基基づづくく方方法法 

2つの関数  𝑓𝑓�(𝑡𝑡) と𝑓𝑓�(𝑡𝑡)  が連続であるとき 

ℒ� 𝑓𝑓�(𝑡𝑡)� = ℒ�𝑓𝑓�(𝑡𝑡)�                                  

であるならば 

 𝑓𝑓�(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓�(𝑡𝑡)                                     

となる． 

このことを根拠として，与えられた関数 𝐹𝐹(𝑠𝑠)  をラプラス変換としてもつ，すなわち 

ℒ�𝑓𝑓(𝑡𝑡)� = 𝐹𝐹(𝑠𝑠)                                   

となるような連続関数 𝑓𝑓(𝑡𝑡) は一意的に定まるということがわかる．この𝑓𝑓(𝑡𝑡) を 𝐹𝐹(𝑠𝑠)  の逆ラプラス変換といい 

ℒ��� 𝐹𝐹(𝑠𝑠)� = 𝑓𝑓(𝑡𝑡)                                    

と表す． 

 このことに基づき，付録に載せたラプラス変換対応表を用いるなどして逆ラプラス変換を求めることを，本論文におい

ては，ララププララスス変変換換のの一一意意性性にに基基づづくく方方法法と呼ぶことにする． 

*1 スチューデントアチーブメントセンター 
（高輪教養教育センター） 教授 

Student Achievement Center 
(Liberal Arts Education Center, Takanawa Campus)，Professor
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・・  ヘヘヴヴィィササイイドド（（HHeeaavviissiiddee））のの展展開開定定理理をを用用いいるる方方法法  

 

 𝑃𝑃(𝑠𝑠), 𝑄𝑄(𝑠𝑠) が互いに素な𝑠𝑠𝑠の多項式であり，𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠の次数は𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠 の次数より低いとする．このとき 

𝐹𝐹(𝑠𝑠) = 𝑠𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠
𝑠𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠                               

の逆ラプラス変換の計算方法の一つとして次のことが知られており，ヘヴィサイドの展開と呼ばれる． 

 

[1] 𝑄𝑄(𝑠𝑠) = (𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠�)(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠�)⋯⋯(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠�)𝑠であり，𝑠𝑠�𝑠, 𝑠𝑠�𝑠, ⋯⋯ , 𝑠𝑠�𝑠 はすべて異なる数であるとき 

ℒ�� �𝑠𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠𝑠𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠� =
𝑃𝑃(𝑠𝑠�)
𝑠𝑄𝑄�(𝑠𝑠�)𝑠 𝑒𝑒

��� + 𝑃𝑃(𝑠𝑠�)
𝑠𝑄𝑄�(𝑠𝑠�)𝑠 𝑒𝑒

��� + ⋯⋯+ 𝑃𝑃(𝑠𝑠�)
𝑠𝑄𝑄�(𝑠𝑠�) 𝑒𝑒

���          

である． 

 

[2] 𝑄𝑄(𝑠𝑠) = (𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠)�𝑠のとき 

ℒ�� �𝑠𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠𝑠𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠� = 𝑒𝑒�� � 𝑃𝑃(𝑠𝑠)
𝑠0! ∙ (𝑛𝑛 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

��� + 𝑃𝑃�(𝑠𝑠)
𝑠𝑛! ∙ (𝑛𝑛 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

��� + 𝑃𝑃��(𝑠𝑠)
𝑠𝑛! ∙ (𝑛𝑛 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

��� 𝑠𝑠   𝑠𝑠𝑠𝑠 

+ 𝑠𝑃𝑃(�)(𝑠𝑠)
𝑛! ∙ 𝑠 (𝑛𝑛 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

��� + ⋯⋯+ 𝑠𝑃𝑃(�)(𝑠𝑠)
𝑠𝑘𝑘! ∙ (𝑛𝑛 𝑠 𝑘𝑘 𝑠 𝑛)!𝑠 𝑡𝑡

�����𝑠   𝑠𝑠 

𝑠+⋯⋯+ 𝑠𝑃𝑃(���)(𝑠𝑠)
(𝑛𝑛 𝑠 𝑛)! ∙ 𝑠𝑛!𝑠 𝑡𝑡 +

𝑠𝑃𝑃(���)(𝑠𝑠)
(𝑛𝑛 𝑠 𝑛)! ∙ 0!� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠    𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

である． 

 

[3] 𝑃𝑃(𝑠𝑠) = 𝐴𝐴𝑠𝑠 + 𝐴𝐴, 𝑄𝑄(𝑠𝑠) = (𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠)� + 𝑏𝑏�𝑠𝑠𝑠(𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝑠𝑠, 𝑏𝑏𝑠𝑠は実数)𝑠のとき，𝑃𝑃(𝑠𝑠 + 𝑏𝑏𝑎𝑎)𝑠𝑠𝑠(𝑎𝑎𝑠は虚数単位)𝑠の実部を𝐴𝐴�, 虚

部を𝐴𝐴�𝑠とすると 

ℒ�� �𝑠𝑃𝑃(𝑠𝑠)𝑠𝑠𝑄𝑄(𝑠𝑠)𝑠� =
𝑛
𝑠𝑏𝑏𝑠 𝑒𝑒

��(𝐴𝐴�sin𝑏𝑏𝑡𝑡 + 𝐴𝐴�cos𝑏𝑏𝑡𝑡)𝑠𝑠                 𝑠𝑠𝑠𝑠 

である． 

 

・・留留数数定定理理（（複複素素積積分分））をを用用いいたた方方法法 11))  

  

定定理理（（ララププララスス逆逆変変換換公公式式））  

 𝑠𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑠が,𝑠𝑡𝑡 𝑡 0𝑠で定義された連続関数で，𝑠𝑓𝑓�(𝑡𝑡) は区分的に連続であるとする．また𝑠𝛽𝛽𝑠を実数の定数として 

𝐹𝐹(𝑠𝑠) = ℒ�𝑠𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑠�𝑠,   Re𝑠s 𝑡 𝑠𝛽𝛽                        

とする． 
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22..  逆逆ララププララスス変変換換のの計計算算例例  

 

例例題題  

 次の関数𝐹𝐹(𝑠𝑠)の逆ラプラス変換を求めよ． 

(1)   3𝑠𝑠� + 2𝑆𝑆 + 1
 (𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3)  (2)   2𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 1

 (𝑠𝑠 𝑠 2)�   (3)   4𝑠𝑠 𝑠 𝑠
 𝑠𝑠� 𝑠 6𝑠𝑠 + 13            

（解答） 

(1) 

（ラプラス変換の一意性に基づく方法） 

ℒ�� � 1
 𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠 � = 𝑒𝑒�� (𝑠𝑠 は定数)                       

を利用するために，部分分数分解を行う． 

3𝑠𝑠� + 2𝑠𝑠 + 1
 (𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3) = 𝐴𝐴

 𝑠𝑠 𝑠 1 + 𝐵𝐵
 𝑠𝑠 + 2 + 𝐶𝐶

 𝑠𝑠 𝑠 3                

となるような定数𝐴𝐴𝐴 𝐵𝐵𝐴 𝐶𝐶 の値を求める．両辺に(𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3) をかける． 

3𝑠𝑠� + 2𝑠𝑠 + 1 = 𝐴𝐴(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3) + 𝐵𝐵(𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 𝑠 3) + 𝐶𝐶(𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)        

これは𝑠𝑠 についての恒等式であり，両辺の𝑠𝑠 にどのような値を代入しても成り立つ． 

両辺に𝑠𝑠 = 1 を代入すると 

3 + 2 + 1 = 𝐴𝐴(1 + 2)(1 𝑠 3) ⇔ 6 = 𝑠6𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 = 𝑠1𝐴              

両辺に𝑠𝑠 = 𝑠2 を代入すると 

12 𝑠 4 + 1 = 𝐵𝐵(𝑠2 𝑠 1)(𝑠2 𝑠 3) ⇔ 9 = 1𝑠𝐵𝐵 𝐴 𝐵𝐵 = 9
 1𝑠 = 3

 𝑠 𝐴          

両辺に𝑠𝑠 = 3 を代入すると 

27 + 6 + 1 = 𝐶𝐶(3 𝑠 1)(3 + 2) ⇔ 34 = 10𝐶𝐶 𝐴 𝐶𝐶 =  34 
 10 =  17 

 𝑠 𝐴          

これにより 

𝐴𝐴 = 𝑠1𝐴  𝐵𝐵 = 3
 𝑠 𝐴  𝐶𝐶 =  17 

 𝑠                       

が得られたことから 

𝐹𝐹(𝑠𝑠) = 3𝑠𝑠� + 2𝑠𝑠 + 1
 (𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3)                         

= 𝑠1
 𝑠𝑠 𝑠 1 +

3
 𝑠 

 𝑠𝑠 + 2 +
 17 
 𝑠 

 𝑠𝑠 𝑠 3                      

= 𝑠 1
 𝑠𝑠 𝑠 1 +  3 

 𝑠 
1

 𝑠𝑠 + 2 +  17 
 𝑠 

1
 𝑠𝑠 𝑠 3                   

と部分分数分解されることがわかる． 
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さらに， Re s >  𝛽𝛽  であるような 𝑠𝑠 に対して 

� |𝑒𝑒��� 𝑓𝑓(𝑡𝑡)| 𝑑𝑑𝑡𝑡
�

�
                           

は有限確定であるとする．このとき𝜎𝜎 を 𝜎𝜎 >  𝛽𝛽  である実数の定数とすれば 

 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = lim� � �
1

 2𝜋𝜋𝜋𝜋 �   𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) 𝑑𝑑𝑠𝑠
����

����
= 1

 2𝜋𝜋𝜋𝜋 �   𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) 𝑑𝑑𝑠𝑠
����

����
        

が成り立つ． 

 

 上式をラプラス逆変換公式といい，これを次のように書き表す． 

ℒ���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� = 1
 2𝜋𝜋𝜋𝜋 �   𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) 𝑑𝑑𝑠𝑠

����

����
⋯ ⋯ (∗)                  

 

右辺の積分のことを，𝐹𝐹(𝑠𝑠) のブロムウィッチ積分（Bromwich’s Integral）と呼ぶ．ブロムウィッチ積分を，

留数定理を用いて計算することにより，次の公式が得られる． 

 

定定理理（（留留数数定定理理をを用用いいたた逆逆ララププララスス変変換換のの計計算算））  

  

(∗) の �   𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) 𝑑𝑑𝑠𝑠 において，複素変数 𝑠𝑠 の関数 𝐹𝐹(𝑠𝑠) は有限個の極𝑠𝑠1 , 𝑠𝑠2 , ⋯ , 𝑠𝑠𝑘𝑘 を除いて全平面で正則であり,
����

����
 

Re 𝑠𝑠� <  𝜎𝜎 (𝑗𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑘𝑘) とする．さらに，原点 𝑠𝑠 = 𝑠 を中心として，(𝑠𝑠� , 𝑠𝑠� , ⋯ , 𝑠𝑠� を含むような)十分大きな半径

 𝑅𝑅  の円周  | 𝑠𝑠 | = 𝑅𝑅 上のおいて 

|𝐹𝐹(𝑠𝑠)| ≦  𝑀𝑀
 𝑅𝑅�   ( 𝑛𝑛 > 1 ,   𝑀𝑀 > 𝑠 )                          

であるならば，(∗) に留数定理を適用することによって，𝐹𝐹(𝑠𝑠) の逆ラプラス変換について 

𝐿𝐿���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� = 1
 2𝜋𝜋𝜋𝜋 �   𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) 𝑑𝑑𝑠𝑠

����

����
                        

= 1
 2𝜋𝜋𝜋𝜋 ∙ 2𝜋𝜋𝜋𝜋 � � Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) , 𝑠𝑠� �

�

���
�                 

= � Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) , 𝑠𝑠� �
�

���
                       

= Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) , 𝑠𝑠� � + Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) , 𝑠𝑠� � + ⋯ + Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑠𝑠) , 𝑠𝑠� �   

が成り立つことが示される． 

 

 本論文においては，同じ関数の逆ラプラス変換を上記3つの方法で行うことにより，それぞれの手法の特徴を理解しても

らうことを目標とする．執筆にあたり多くの好著を参考にさせていただいた2)3)4)5)6)7)8)9)10)11)12)13)14)15)16)． 
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22..  逆逆ララププララスス変変換換のの計計算算例例  

 

例例題題  

 次の関数𝐹𝐹(𝑠𝑠)の逆ラプラス変換を求めよ． 

(1)   3𝑠𝑠� + 2𝑆𝑆 + 1
 (𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3)  (2)   2𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 1

 (𝑠𝑠 𝑠 2)�   (3)   4𝑠𝑠 𝑠 𝑠
 𝑠𝑠� 𝑠 6𝑠𝑠 + 13            

（解答） 

(1) 

（ラプラス変換の一意性に基づく方法） 

ℒ�� � 1
 𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠 � = 𝑒𝑒�� (𝑠𝑠 は定数)                       

を利用するために，部分分数分解を行う． 

3𝑠𝑠� + 2𝑠𝑠 + 1
 (𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3) = 𝐴𝐴

 𝑠𝑠 𝑠 1 + 𝐵𝐵
 𝑠𝑠 + 2 + 𝐶𝐶

 𝑠𝑠 𝑠 3                

となるような定数𝐴𝐴𝐴 𝐵𝐵𝐴 𝐶𝐶 の値を求める．両辺に(𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3) をかける． 

3𝑠𝑠� + 2𝑠𝑠 + 1 = 𝐴𝐴(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3) + 𝐵𝐵(𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 𝑠 3) + 𝐶𝐶(𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)        

これは𝑠𝑠 についての恒等式であり，両辺の𝑠𝑠 にどのような値を代入しても成り立つ． 

両辺に𝑠𝑠 = 1 を代入すると 

3 + 2 + 1 = 𝐴𝐴(1 + 2)(1 𝑠 3) ⇔ 6 = 𝑠6𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 = 𝑠1𝐴              

両辺に𝑠𝑠 = 𝑠2 を代入すると 

12 𝑠 4 + 1 = 𝐵𝐵(𝑠2 𝑠 1)(𝑠2 𝑠 3) ⇔ 9 = 1𝑠𝐵𝐵 𝐴 𝐵𝐵 = 9
 1𝑠 = 3

 𝑠 𝐴          

両辺に𝑠𝑠 = 3 を代入すると 

27 + 6 + 1 = 𝐶𝐶(3 𝑠 1)(3 + 2) ⇔ 34 = 10𝐶𝐶 𝐴 𝐶𝐶 =  34 
 10 =  17 

 𝑠 𝐴          

これにより 

𝐴𝐴 = 𝑠1𝐴  𝐵𝐵 = 3
 𝑠 𝐴  𝐶𝐶 =  17 

 𝑠                       

が得られたことから 

𝐹𝐹(𝑠𝑠) = 3𝑠𝑠� + 2𝑠𝑠 + 1
 (𝑠𝑠 𝑠 1)(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠 𝑠 3)                         

= 𝑠1
 𝑠𝑠 𝑠 1 +

3
 𝑠 

 𝑠𝑠 + 2 +
 17 
 𝑠 

 𝑠𝑠 𝑠 3                      

= 𝑠 1
 𝑠𝑠 𝑠 1 +  3 

 𝑠 
1

 𝑠𝑠 + 2 +  17 
 𝑠 

1
 𝑠𝑠 𝑠 3                   

と部分分数分解されることがわかる． 
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ℒ�� � 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 
 𝑄𝑄𝑃𝑃𝑃𝑃 � = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

 𝑄𝑄�𝑃𝑃𝑃 𝑒𝑒��� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
 𝑄𝑄�𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑒𝑒��� + 𝑃𝑃𝑃3𝑃

 𝑄𝑄�𝑃3𝑃 𝑒𝑒���                 

= 𝑃𝑒𝑒� +  3 
 5 𝑒𝑒��� +  𝑃7 

5 𝑒𝑒�� ■                   

が得られる． 

 

（留数定理（複素積分）を用いた方法） 

まず 

𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑒𝑒�� 3𝑃𝑃� + 𝑃𝑆𝑆 + 𝑃
 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 3𝑃                        

の孤立特異点は，𝑃𝑃 = 𝑃𝑠 𝑃𝑃𝑠 3 であり，これらの 3 つの点はすべて𝑃位の極である． 

 次に，これら3つの1位の極の留数を 

 Res� 𝑓𝑓𝑃𝑧𝑧𝑃 𝑠 𝑎𝑎 � = lim𝑧𝑧 𝑧 𝑧𝑧𝑃𝑧𝑧 𝑃 𝑧𝑧𝑃𝑓𝑓𝑃𝑧𝑧𝑃                          

を用いて求める． 

Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 𝑃 � = lim� 𝑧 �
𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃                       

= lim� 𝑧 �
𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑒𝑒�� 3𝑃𝑃� + 𝑃𝑆𝑆 + 𝑃

 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 3𝑃           

= lim� 𝑧 � 𝑒𝑒�� 3𝑃𝑃� + 𝑃𝑆𝑆 + 𝑃
 𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 3𝑃                 

= 𝑒𝑒��  3 + 𝑃 + 𝑃 
3 × 𝑃𝑃𝑃𝑃                   

= 𝑒𝑒�  6 
𝑃6                       

= 𝑃𝑒𝑒�                       
であり，同様にして 

Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 𝑃𝑃 � =  3  
5 𝑒𝑒���𝑠  Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 3 � =  𝑃7 

 5 𝑒𝑒��             

が得られる．したがって 

𝐿𝐿���𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃� = Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 𝑃 � + Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 𝑃𝑃 � + Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 3 �       

= 𝑃𝑒𝑒� +  3  
5 𝑒𝑒��� +  𝑃7 

 5 𝑒𝑒�� ■                   
である． 

 

(2) 

（ラプラス変換の一意性に基づく方法） 

 

ℒ�� � 𝑃
 𝑃𝑃 𝑃 𝑎𝑎 � = 𝑒𝑒��𝑠 ℒ�� � 𝑃

 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑎𝑎𝑃� � = 𝑡𝑡𝑒𝑒��𝑠 ℒ�� � 𝑃
 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑎𝑎𝑃� � = 𝑃

 𝑃 𝑡𝑡�𝑒𝑒��    
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したがって，逆ラプラス変換の線形性により 

ℒ���𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹� = ℒ�� �− 1
 𝐹𝐹 − 1 +  3 

 5 
1

 𝐹𝐹 + 𝑠 +  17 
 5 

1
 𝐹𝐹 − 3 �                   

= −ℒ�� � 1
 𝐹𝐹 − 1� +  3 

 5 ℒ�� � 1
 𝐹𝐹 − 𝐹−𝑠𝐹 � +  17 

 5 ℒ�� � 1
 𝐹𝐹 − 3 �      

ℒ�� � 1
 𝐹𝐹 − 𝑠𝑠 � = 𝑒𝑒��における，𝑠𝑠 = 1𝑎 −𝑠𝑎 3 の場合を利用する．                

= −𝑒𝑒� +  3 
 5 𝑒𝑒��� +  17 

5 𝑒𝑒�� ■                
 

(Heaviside の展開定理を用いる方法) 

『ポイント』 [1]における𝑠𝑠� = 1𝑎   𝑠𝑠� = −𝑠𝑎  𝑠𝑠� = 3  の場合で，𝑄𝑄𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝐹 − 1𝐹𝐹𝐹𝐹 + 𝑠𝐹𝐹𝐹𝐹 − 3𝐹であり 

ℒ�� � 𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 
 𝑄𝑄𝐹𝐹𝐹𝐹 � = 𝑃𝑃𝐹1𝐹

 𝑄𝑄�𝐹1𝐹 𝑒𝑒��� + 𝑃𝑃𝐹−𝑠𝐹
 𝑄𝑄�𝐹−𝑠𝐹 𝑒𝑒��� + 𝑃𝑃𝐹3𝐹

 𝑄𝑄�𝐹3𝐹 𝑒𝑒���                 

となる場合である． 

 

 分子の𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 = 3𝐹𝐹� + 𝑠𝐹𝐹 + 1 について 

𝑃𝑃𝐹1𝐹 = 6𝑎   𝑃𝑃𝐹−𝑠𝐹 = 9 𝑎   𝑃𝑃𝐹3𝐹 = 34                       

である．さらに，分母の𝑄𝑄𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝐹 − 1𝐹𝐹𝐹𝐹 + 𝑠𝐹𝐹𝐹𝐹 − 3𝐹  について，積の微分公式 

�𝑓𝑓𝐹𝑥𝑥𝐹𝑔𝑔𝐹𝑥𝑥𝐹ℎ𝐹𝑥𝑥𝐹�� = 𝑓𝑓𝐹𝑥𝑥𝐹�𝑔𝑔𝐹𝑥𝑥𝐹ℎ𝐹𝑥𝑥𝐹 + 𝑓𝑓𝐹𝑥𝑥𝐹𝑔𝑔𝐹𝑥𝑥𝐹�ℎ𝐹𝑥𝑥𝐹 + 𝑓𝑓𝐹𝑥𝑥𝐹𝑔𝑔𝐹𝑥𝑥𝐹ℎ𝐹𝑥𝑥𝐹�           

を利用すると 

𝑄𝑄�𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝐹 − 1𝐹�𝐹𝐹𝐹 + 𝑠𝐹𝐹𝐹𝐹 − 3𝐹 + 𝐹𝐹𝐹 − 1𝐹𝐹𝐹𝐹 + 𝑠𝐹�𝐹𝐹𝐹 − 3𝐹 + 𝐹𝐹𝐹 − 1𝐹𝐹𝐹𝐹 + 𝑠𝐹𝐹𝐹𝐹 − 3𝐹�      

= 𝐹𝐹𝐹 + 𝑠𝐹𝐹𝐹𝐹 − 3𝐹 + 𝐹𝐹𝐹 − 1𝐹𝐹𝐹𝐹 − 3𝐹 + 𝐹𝐹𝐹 − 1𝐹𝐹𝐹𝐹 + 𝑠𝐹               

となる． 

（注）上式の分母は，敢えて展開して整理することをしない．次に𝐹𝐹 = 1𝑎 −𝑠𝑎 3 を代入するからである． 

よって 

𝑄𝑄�𝐹1𝐹 = −6𝑎         𝑄𝑄�𝐹−𝑠𝐹 = 15𝑎         𝑄𝑄�𝐹3𝐹 = 10                    

が求められる． 

したがって 

𝑃𝑃𝐹1𝐹
 𝑄𝑄�𝐹1𝐹 =  6 

−6 = −1𝑎  𝑃𝑃𝐹−𝑠𝐹
 𝑄𝑄�𝐹−𝑠𝐹 =  9 

 15 =  3 
 5 𝑎  𝑃𝑃𝐹3𝐹

 𝑄𝑄�𝐹3𝐹 =  34 
10 =  17 

5            

であるから 
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ℒ�� � 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 
 𝑄𝑄𝑃𝑃𝑃𝑃 � = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

 𝑄𝑄�𝑃𝑃𝑃 𝑒𝑒��� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
 𝑄𝑄�𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑒𝑒��� + 𝑃𝑃𝑃3𝑃

 𝑄𝑄�𝑃3𝑃 𝑒𝑒���                 

= 𝑃𝑒𝑒� +  3 
 5 𝑒𝑒��� +  𝑃7 

5 𝑒𝑒�� ■                   

が得られる． 

 

（留数定理（複素積分）を用いた方法） 

まず 

𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑒𝑒�� 3𝑃𝑃� + 𝑃𝑆𝑆 + 𝑃
 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 3𝑃                        

の孤立特異点は，𝑃𝑃 = 𝑃𝑠 𝑃𝑃𝑠 3 であり，これらの 3 つの点はすべて𝑃位の極である． 

 次に，これら3つの1位の極の留数を 

 Res� 𝑓𝑓𝑃𝑧𝑧𝑃 𝑠 𝑎𝑎 � = lim𝑧𝑧 𝑧 𝑧𝑧𝑃𝑧𝑧 𝑃 𝑧𝑧𝑃𝑓𝑓𝑃𝑧𝑧𝑃                          

を用いて求める． 

Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 𝑃 � = lim� 𝑧 �
𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃                       

= lim� 𝑧 �
𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑒𝑒�� 3𝑃𝑃� + 𝑃𝑆𝑆 + 𝑃

 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 3𝑃           

= lim� 𝑧 � 𝑒𝑒�� 3𝑃𝑃� + 𝑃𝑆𝑆 + 𝑃
 𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 3𝑃                 

= 𝑒𝑒��  3 + 𝑃 + 𝑃 
3 × 𝑃𝑃𝑃𝑃                   

= 𝑒𝑒�  6 
𝑃6                       

= 𝑃𝑒𝑒�                       
であり，同様にして 

Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 𝑃𝑃 � =  3  
5 𝑒𝑒���𝑠  Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 3 � =  𝑃7 

 5 𝑒𝑒��             

が得られる．したがって 

𝐿𝐿���𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃� = Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 𝑃 � + Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 𝑃𝑃 � + Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑠 3 �       

= 𝑃𝑒𝑒� +  3  
5 𝑒𝑒��� +  𝑃7 

 5 𝑒𝑒�� ■                   
である． 

 

(2) 

（ラプラス変換の一意性に基づく方法） 

 

ℒ�� � 𝑃
 𝑃𝑃 𝑃 𝑎𝑎 � = 𝑒𝑒��𝑠 ℒ�� � 𝑃

 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑎𝑎𝑃� � = 𝑡𝑡𝑒𝑒��𝑠 ℒ�� � 𝑃
 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑎𝑎𝑃� � = 𝑃

 𝑃 𝑡𝑡�𝑒𝑒��    
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(Heaviside の展開定理を用いる方法) 

『ポイント』 [2]において𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝑛 𝑛の場合で，𝑄𝑄(𝑠𝑠) 𝑛 (𝑠𝑠 𝑠 𝑛)� であり 

ℒ���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� 𝑛 𝑒𝑒�� � 𝑃𝑃(𝑛) 
0! ∙ 𝑛! 𝑡𝑡� +  𝑃𝑃�(𝑛) 

1! ∙ 1! 𝑡𝑡 +  𝑃𝑃��(𝑛) 
𝑛! ∙ 0! �                    

となる場合である． 

 

分子の𝑃𝑃(𝑠𝑠) 𝑛 𝑛𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 1 について 

𝑃𝑃�(𝑠𝑠) 𝑛 4𝑠𝑠 + 4𝑛    𝑃𝑃��(𝑠𝑠) 𝑛 4                           

であるから 

𝑃𝑃(𝑛) 𝑛 17𝑛      𝑃𝑃�(𝑛) 𝑛 1𝑛𝑛      𝑃𝑃��(𝑛) 𝑛 4                        

が求められる． 

したがって 

ℒ���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� 𝑛 𝑒𝑒�� � 𝑃𝑃(𝑛) 
0! ∙ 𝑛! 𝑡𝑡� +  𝑃𝑃�(𝑛) 

1! ∙ 1! 𝑡𝑡 +  𝑃𝑃��(𝑛) 
𝑛! ∙ 0! �                    

すなわち 

ℒ���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� 𝑛 𝑒𝑒�� � 𝑃𝑃(𝑛) 
0! ∙ 𝑛! 𝑡𝑡� +  𝑃𝑃�(𝑛) 

1! ∙ 1! 𝑡𝑡 +  𝑃𝑃��(𝑛) 
𝑛! ∙ 0! �                    

𝑛 𝑒𝑒�� � 17 
𝑛 𝑡𝑡� + 1𝑛

1 𝑡𝑡 +  4 
𝑛 �                    

𝑛 𝑒𝑒�� � 17 
𝑛 𝑡𝑡� + 1𝑛𝑡𝑡 + 𝑛�  ■                          

が得られる． 

 

（留数定理（複素積分）を用いた方法） 

まず 

𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑠𝑠) 𝑛 𝑒𝑒��                          

の孤立特異点は，𝑠𝑠 𝑛 𝑛 であり，これは𝑛位の極である． 次に，𝑛位の極の留数を 

  Res� 𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑛 𝑛𝑛 � 𝑛 1 
 𝑛 ! lim𝑧𝑧 𝑧 𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑛

 𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛 
�(𝑧𝑧 𝑠 𝑛𝑛)𝑛𝑓𝑓(𝑧𝑧)�                      

を使って求める． 

(𝑠𝑠 𝑠 𝑛)�𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑠𝑠) 𝑛 (𝑠𝑠 𝑠 𝑛)�𝑒𝑒�� 𝑛𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 1
 (𝑠𝑠 𝑠 𝑛)� 𝑛 𝑒𝑒��(𝑛𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 1)             

であるから 
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を利用するために，部分分数分解を行う． 

2𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 𝑠
 (𝑠𝑠 𝑠 2)� = 𝐴𝐴

 𝑠𝑠 𝑠 2 + 𝐵𝐵
 (𝑠𝑠 𝑠 2)� + 𝐶𝐶

(𝑠𝑠 𝑠 2)�                  

となるような定数𝐴𝐴𝐴 𝐵𝐵𝐴 𝐶𝐶 の値を求める．両辺に(𝑠𝑠 𝑠 2)� をかける． 

2𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 𝑠 = 𝐴𝐴(𝑠𝑠 𝑠 2)� + 𝐵𝐵(𝑠𝑠 𝑠 2) + 𝐶𝐶                   

これは𝑠𝑠 についての恒等式であり，両辺の𝑠𝑠 にどのような値を代入しても成り立つ． 

両辺に𝑠𝑠 = 2 を代入すると8 + 8 + 𝑠 = 𝐶𝐶 𝐶 𝐶𝐶 = 𝑠𝐶 が得られる．よって 

2𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 𝑠 = 𝐴𝐴(𝑠𝑠 𝑠 2)� + 𝐵𝐵(𝑠𝑠 𝑠 2) + 𝑠𝐶.                   

両辺を𝑠𝑠 で微分すると 

4𝑠𝑠 + 4 = 2𝐴𝐴(𝑠𝑠 𝑠 2) + 𝐵𝐵                           

である．両辺に𝑠𝑠 = 2 を代入すると8 + 4 = 𝐵𝐵 𝐶 𝐵𝐵 = 𝑠2 が得られる．よって 

4𝑠𝑠 + 4 = 2𝐴𝐴(𝑠𝑠 𝑠 2) + 𝑠2.                           

両辺を𝑠𝑠 で微分すると，4 = 2𝐴𝐴 となり，𝐴𝐴 = 2 が得られる． 

 よって，𝐴𝐴 = 2𝐴 𝐵𝐵 = 𝑠2𝐴 𝐶𝐶 = 𝑠𝐶 が求められたことから 

𝐹𝐹(𝑠𝑠) = 2𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 𝑠
 (𝑠𝑠 𝑠 2)�                             

= 2
 𝑠𝑠 𝑠 2 + 𝑠2

 (𝑠𝑠 𝑠 2)� + 𝑠𝐶
(𝑠𝑠 𝑠 2)�                     

= 2 ∙ 𝑠
 𝑠𝑠 𝑠 2 + 𝑠2 ∙ 𝑠

 (𝑠𝑠 𝑠 2)� + 𝑠𝐶 ∙ 𝑠
(𝑠𝑠 𝑠 2)� .                   

と部分分数分解されることがわかる． 

したがって，逆ラプラス変換の線形性により 

ℒ���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� = ℒ�� �2 ∙ 𝑠
 𝑠𝑠 𝑠 2 + 𝑠2 ∙ 𝑠

 (𝑠𝑠 𝑠 2)� + 𝑠𝐶 ∙ 𝑠
(𝑠𝑠 𝑠 2)��              

= 2 ∙ ℒ�� � 𝑠
 𝑠𝑠 𝑠 2 � + 𝑠2 ∙ ℒ�� � 𝑠

 (𝑠𝑠 𝑠 2)� � + 𝑠𝐶 ∙ ℒ�� � 𝑠
(𝑠𝑠 𝑠 2)��          

ℒ�� � 𝑠
 𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠 � = 𝑒𝑒��𝐴    ℒ�� � 𝑠

 (𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠)� � = 𝑡𝑡𝑒𝑒��𝐴    ℒ�� � 𝑠
 (𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠)� � = 𝑠

 2 𝑡𝑡�𝑒𝑒��における，𝑠𝑠 = 2の場合を利用する． 

= 2𝑒𝑒�� + 𝑠2𝑡𝑡𝑒𝑒�� + 𝑠𝐶 ∙ 𝑠
 2 𝑡𝑡�𝑒𝑒��                        

= 𝑒𝑒�� � 𝑠𝐶 
2 𝑡𝑡� + 𝑠2𝑡𝑡 + 2�  ■                    
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(Heaviside の展開定理を用いる方法) 

『ポイント』 [2]において𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝑛 𝑛の場合で，𝑄𝑄(𝑠𝑠) 𝑛 (𝑠𝑠 𝑠 𝑛)� であり 

ℒ���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� 𝑛 𝑒𝑒�� � 𝑃𝑃(𝑛) 
0! ∙ 𝑛! 𝑡𝑡� +  𝑃𝑃�(𝑛) 

1! ∙ 1! 𝑡𝑡 +  𝑃𝑃��(𝑛) 
𝑛! ∙ 0! �                    

となる場合である． 

 

分子の𝑃𝑃(𝑠𝑠) 𝑛 𝑛𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 1 について 

𝑃𝑃�(𝑠𝑠) 𝑛 4𝑠𝑠 + 4𝑛    𝑃𝑃��(𝑠𝑠) 𝑛 4                           

であるから 

𝑃𝑃(𝑛) 𝑛 17𝑛      𝑃𝑃�(𝑛) 𝑛 1𝑛𝑛      𝑃𝑃��(𝑛) 𝑛 4                        

が求められる． 

したがって 

ℒ���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� 𝑛 𝑒𝑒�� � 𝑃𝑃(𝑛) 
0! ∙ 𝑛! 𝑡𝑡� +  𝑃𝑃�(𝑛) 

1! ∙ 1! 𝑡𝑡 +  𝑃𝑃��(𝑛) 
𝑛! ∙ 0! �                    

すなわち 

ℒ���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� 𝑛 𝑒𝑒�� � 𝑃𝑃(𝑛) 
0! ∙ 𝑛! 𝑡𝑡� +  𝑃𝑃�(𝑛) 

1! ∙ 1! 𝑡𝑡 +  𝑃𝑃��(𝑛) 
𝑛! ∙ 0! �                    

𝑛 𝑒𝑒�� � 17 
𝑛 𝑡𝑡� + 1𝑛

1 𝑡𝑡 +  4 
𝑛 �                    

𝑛 𝑒𝑒�� � 17 
𝑛 𝑡𝑡� + 1𝑛𝑡𝑡 + 𝑛�  ■                          

が得られる． 

 

（留数定理（複素積分）を用いた方法） 

まず 

𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑠𝑠) 𝑛 𝑒𝑒��                          

の孤立特異点は，𝑠𝑠 𝑛 𝑛 であり，これは𝑛位の極である． 次に，𝑛位の極の留数を 

  Res� 𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑛 𝑛𝑛 � 𝑛 1 
 𝑛 ! lim𝑧𝑧 𝑧 𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑛

 𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛 
�(𝑧𝑧 𝑠 𝑛𝑛)𝑛𝑓𝑓(𝑧𝑧)�                      

を使って求める． 

(𝑠𝑠 𝑠 𝑛)�𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑠𝑠) 𝑛 (𝑠𝑠 𝑠 𝑛)�𝑒𝑒�� 𝑛𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 1
 (𝑠𝑠 𝑠 𝑛)� 𝑛 𝑒𝑒��(𝑛𝑠𝑠� + 4𝑠𝑠 + 1)             

であるから 
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ℒ���𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹� = ℒ�� �4 ∙ 𝐹𝐹 𝑠 𝑠
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2� +  7 

 2 ∙  2
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2� �                 

= 4 ∙ ℒ�� � 𝐹𝐹 𝑠 𝑠
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2� � +  7 

 2 ∙ ℒ�� � 2
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2� �              

ℒ�� � 𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝑠
𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝑠𝐹� + 𝜔𝜔�� = 𝑒𝑒��cosω𝑡𝑡𝑡   ℒ�� � 𝜔𝜔

𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝑠𝐹� + 𝜔𝜔�� = 𝑒𝑒��sinω𝑡𝑡 における，𝑠𝑠 = 𝑠 𝑡 𝜔𝜔 = 2 の場合を利用する． 

= 4𝑒𝑒�� cos 2𝑡𝑡 +  7 
 2 𝑒𝑒�� sin 2𝑡𝑡                 

=  8 
 2 𝑒𝑒�� cos 2𝑡𝑡 +  7 

 2 𝑒𝑒�� sin 𝑠𝑡𝑡                   

=  1 
 2 𝑒𝑒��𝐹7sin2𝑡𝑡 + 8cos2𝑡𝑡𝐹 ■                

が得られる．  

 

(Heaviside の展開定理を用いる方法) 

 

まず， 

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 = 4𝐹𝐹 𝑠 𝑠
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� 𝑠 9 + 1𝑠 = 4𝐹𝐹 𝑠 𝑠

 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 4 = 4𝐹𝐹 𝑠 𝑠
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2�              

と変形しておく． 

 [3]において 𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 = 4𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝑡 𝑠𝑠𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2�，すなわち𝐴𝐴 = 4𝑡 𝐴𝐴 = 𝑠𝑠𝑡 𝑠𝑠 = 𝑠𝑡 𝐴𝐴 = 2 のときであり，さら

に，𝑠𝑠 + 𝐴𝐴𝑎𝑎 = 𝑠 + 2𝑎𝑎 であるから 

𝑃𝑃𝐹𝑠𝑠 + 𝐴𝐴𝑎𝑎𝐹 = 𝐴𝐴𝐹𝑠𝑠 + 𝐴𝐴𝑎𝑎𝐹 + 𝐴𝐴 = 4𝐹𝑠 + 2𝑎𝑎𝐹 𝑠 𝑠 = 7 + 8𝑎𝑎                 

と計算されることから，𝑃𝑃𝐹𝑠𝑠 + 𝐴𝐴𝑎𝑎𝐹について，実部𝐴𝐴� = 7𝑡 虚部𝐴𝐴� = 8 の場合となっていることがわかる． 

 したがって 

ℒ�� � 𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 
 𝑠𝑠𝐹𝐹𝐹𝐹 � = 1

 𝐴𝐴 𝑒𝑒��𝐹𝐴𝐴�sin𝐴𝐴𝑡𝑡 + 𝐴𝐴�cos𝐴𝐴𝑡𝑡𝐹                        

すなわち 

ℒ���𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹� =  1 
 2 𝑒𝑒��𝐹7sin2𝑡𝑡 + 8cos2𝑡𝑡𝐹 ■                      

が得られる． 

 

（留数定理（複素積分）を用いた方法） 

まず，𝐹𝐹� 𝑠 6𝐹𝐹 + 1𝑠 = 𝑠 を解けば𝐹𝐹 = 𝑠 𝑠 2 𝑎𝑎 である． 

𝑒𝑒��𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝑒𝑒�� 2𝐹𝐹 + 𝑠
 𝐹𝐹� 𝑠 6𝐹𝐹 + 1𝑠 = 𝑒𝑒�� 2𝐹𝐹 + 𝑠

 �𝐹𝐹 𝑠 𝐹𝑠 𝑠 2 𝑎𝑎𝐹��𝐹𝐹 𝑠 𝐹𝑠 + 2 𝑎𝑎𝐹�              

の孤立特異点は，𝐹𝐹 = 𝑠 𝑠 2 𝑎𝑎 𝑡 𝑠 + 2 𝑎𝑎 の２点であり，どちらも１位の極である． 
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𝑑𝑑
 𝑑𝑑𝑑𝑑 �(𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠�𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑑𝑑𝑠� = �𝑒𝑒��(𝑠𝑑𝑑� + 4𝑑𝑑 + 𝑠𝑠��                     

= 𝑡𝑡𝑒𝑒��(𝑠𝑑𝑑� + 4𝑑𝑑 + 𝑠𝑠 + 𝑒𝑒��(4𝑑𝑑 + 4𝑠 ,        

𝑑𝑑�

 𝑑𝑑𝑑𝑑� �(𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠�𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑑𝑑𝑠� = �𝑡𝑡𝑒𝑒��(𝑠𝑑𝑑� + 4𝑑𝑑 + 𝑠𝑠 + 𝑒𝑒��(4𝑑𝑑 + 4𝑠��               

= 𝑒𝑒���𝑡𝑡�(𝑠𝑑𝑑� + 4𝑑𝑑 + 𝑠𝑠 + 𝑠𝑡𝑡(4𝑑𝑑 + 4𝑠 + 4�      
となっており 

Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑑𝑑𝑠 , 𝑠 � = 𝑠 
 𝑠 ! lim� � �

𝑑𝑑�

 𝑑𝑑𝑑𝑑� �(𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠�𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑑𝑑𝑠�                        

= 𝑠 
 𝑠 ! lim� � � 𝑒𝑒���𝑡𝑡�(𝑠𝑑𝑑� + 4𝑑𝑑 + 𝑠𝑠 + 𝑠𝑡𝑡(4𝑑𝑑 + 4𝑠 + 4�           

= 𝑠 
 𝑠 ! 𝑒𝑒���𝑡𝑡�(8 + 8 + 𝑠𝑠 + 𝑠𝑡𝑡(8 + 4𝑠 + 4�               

= 𝑠
 𝑠 𝑒𝑒���𝑠7𝑡𝑡� + 𝑠4𝑡𝑡 + 4�                       

= 𝑒𝑒�� � 𝑠7 
𝑠 𝑡𝑡� + 𝑠𝑠𝑡𝑡 + 𝑠�                        

が得られる．したがって 

𝐿𝐿���𝐹𝐹(𝑑𝑑𝑠� = Res� 𝑒𝑒�� 𝐹𝐹(𝑑𝑑𝑠 , 𝑠 �                         

= 𝑒𝑒�� � 𝑠7 
𝑠 𝑡𝑡� + 𝑠𝑠𝑡𝑡 + 𝑠�  ■                      

である． 

 

(3) 

（ラプラス変換の一意性に基づく方法） 

ℒ�� � 𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠
(𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�� = 𝑒𝑒��cosω𝑡𝑡,        ℒ�� � 𝜔𝜔

(𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�� = 𝑒𝑒��sinω𝑡𝑡  (𝑠𝑠 , 𝜔𝜔  は定数𝑠    

を利用することを考える． 

𝐹𝐹(𝑑𝑑𝑠 = 4𝑑𝑑 𝑠 𝑠
 (𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠� + 4                            

= 4(𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠 + 7
 (𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠� + 4                             

= 4 ∙ 𝑑𝑑 𝑠 𝑠
 (𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠� + 𝑠� +  7 

 𝑠  ∙ 𝑠
 (𝑑𝑑 𝑠 𝑠𝑠� + 𝑠�                     

と式変形ができる．したがって，逆ラプラス変換の線形性により 
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ℒ���𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹� = ℒ�� �4 ∙ 𝐹𝐹 𝑠 𝑠
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2� +  7 

 2 ∙  2
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2� �                 

= 4 ∙ ℒ�� � 𝐹𝐹 𝑠 𝑠
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2� � +  7 

 2 ∙ ℒ�� � 2
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2� �              

ℒ�� � 𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝑠
𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝑠𝐹� + 𝜔𝜔�� = 𝑒𝑒��cosω𝑡𝑡𝑡   ℒ�� � 𝜔𝜔

𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝑠𝐹� + 𝜔𝜔�� = 𝑒𝑒��sinω𝑡𝑡 における，𝑠𝑠 = 𝑠 𝑡 𝜔𝜔 = 2 の場合を利用する． 

= 4𝑒𝑒�� cos 2𝑡𝑡 +  7 
 2 𝑒𝑒�� sin 2𝑡𝑡                 

=  8 
 2 𝑒𝑒�� cos 2𝑡𝑡 +  7 

 2 𝑒𝑒�� sin 𝑠𝑡𝑡                   

=  1 
 2 𝑒𝑒��𝐹7sin2𝑡𝑡 + 8cos2𝑡𝑡𝐹 ■                

が得られる．  

 

(Heaviside の展開定理を用いる方法) 

 

まず， 

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 = 4𝐹𝐹 𝑠 𝑠
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� 𝑠 9 + 1𝑠 = 4𝐹𝐹 𝑠 𝑠

 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 4 = 4𝐹𝐹 𝑠 𝑠
 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2�              

と変形しておく． 

 [3]において 𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 = 4𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝑡 𝑠𝑠𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝐹 𝑠 𝑠𝐹� + 2�，すなわち𝐴𝐴 = 4𝑡 𝐴𝐴 = 𝑠𝑠𝑡 𝑠𝑠 = 𝑠𝑡 𝐴𝐴 = 2 のときであり，さら

に，𝑠𝑠 + 𝐴𝐴𝑎𝑎 = 𝑠 + 2𝑎𝑎 であるから 

𝑃𝑃𝐹𝑠𝑠 + 𝐴𝐴𝑎𝑎𝐹 = 𝐴𝐴𝐹𝑠𝑠 + 𝐴𝐴𝑎𝑎𝐹 + 𝐴𝐴 = 4𝐹𝑠 + 2𝑎𝑎𝐹 𝑠 𝑠 = 7 + 8𝑎𝑎                 

と計算されることから，𝑃𝑃𝐹𝑠𝑠 + 𝐴𝐴𝑎𝑎𝐹について，実部𝐴𝐴� = 7𝑡 虚部𝐴𝐴� = 8 の場合となっていることがわかる． 

 したがって 

ℒ�� � 𝑃𝑃𝐹𝐹𝐹𝐹 
 𝑠𝑠𝐹𝐹𝐹𝐹 � = 1

 𝐴𝐴 𝑒𝑒��𝐹𝐴𝐴�sin𝐴𝐴𝑡𝑡 + 𝐴𝐴�cos𝐴𝐴𝑡𝑡𝐹                        

すなわち 

ℒ���𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹� =  1 
 2 𝑒𝑒��𝐹7sin2𝑡𝑡 + 8cos2𝑡𝑡𝐹 ■                      

が得られる． 

 

（留数定理（複素積分）を用いた方法） 

まず，𝐹𝐹� 𝑠 6𝐹𝐹 + 1𝑠 = 𝑠 を解けば𝐹𝐹 = 𝑠 𝑠 2 𝑎𝑎 である． 

𝑒𝑒��𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝑒𝑒�� 2𝐹𝐹 + 𝑠
 𝐹𝐹� 𝑠 6𝐹𝐹 + 1𝑠 = 𝑒𝑒�� 2𝐹𝐹 + 𝑠

 �𝐹𝐹 𝑠 𝐹𝑠 𝑠 2 𝑎𝑎𝐹��𝐹𝐹 𝑠 𝐹𝑠 + 2 𝑎𝑎𝐹�              

の孤立特異点は，𝐹𝐹 = 𝑠 𝑠 2 𝑎𝑎 𝑡 𝑠 + 2 𝑎𝑎 の２点であり，どちらも１位の極である． 
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付録 

■■ララププララスス変変換換対対応応表表■■  

・像関数の移動法則 

𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡 𝐹𝐹(𝑠𝑠𝑡 = ℒ�𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡� 𝑒𝑒��𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡 𝐹𝐹(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡 = ℒ�𝑒𝑒��𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡� 

1 1
 𝑠𝑠  𝑒𝑒�� 

1
𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠  

𝑡𝑡 1
 𝑠𝑠�  𝑡𝑡𝑒𝑒�� 

1
(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡�  

𝑡𝑡� 
2 !
 𝑠𝑠�  𝑡𝑡�𝑒𝑒�� 

2 !
(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡�  

𝑡𝑡� 
3 !
 𝑠𝑠�  𝑡𝑡�𝑒𝑒�� 

𝑛𝑛 !
(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡�  

⋮
⋮ 

⋮
⋮ 

⋮
⋮ 

⋮
⋮ 

𝑡𝑡� 
𝑛𝑛 !

 𝑠𝑠���  𝑡𝑡�𝑒𝑒�� 
𝑛𝑛 !

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡���  

sin 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔
 𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�  𝑒𝑒�� sin 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡� + 𝜔𝜔�  

cos 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠
 𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�  𝑒𝑒�� cos 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡� + 𝜔𝜔�  

sinh 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔
 𝑠𝑠� 𝑠 𝜔𝜔�  𝑒𝑒�� sinh 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡� 𝑠 𝜔𝜔�  

cosh 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠
 𝑠𝑠� 𝑠 𝜔𝜔�  𝑒𝑒�� cosh 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡� 𝑠 𝜔𝜔�  
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 次に，これら２つの１位の極の留数を 

 Res� 𝑓𝑓(𝑧𝑧) , 𝑎𝑎 � = lim𝑧𝑧 𝑧 𝑧𝑧(𝑧𝑧 𝑧 𝑧𝑧)𝑓𝑓(𝑧𝑧)                           

によって求める． 

Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑠𝑠) , 3 𝑧 2 𝑖𝑖 � = lim� 𝑧 ��� �
�𝑠𝑠 𝑧 (3 𝑧 2 𝑖𝑖)�𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑠𝑠)                   

      = lim� 𝑧 ��� �
�𝑠𝑠 𝑧 (3 𝑧 2 𝑖𝑖)�𝑒𝑒�� 4𝑠𝑠 𝑧 𝑠

 �𝑠𝑠 𝑧 (3 𝑧 2 𝑖𝑖)��𝑠𝑠 𝑧 (3 + 2 𝑖𝑖)�    

= lim� 𝑧 ��� � 𝑒𝑒�� 4𝑠𝑠 𝑧 𝑠
 𝑠𝑠 𝑧 (3 + 2 𝑖𝑖)              

= 𝑒𝑒(��� �)� ∙ 4(3 𝑧 2 𝑖𝑖) 𝑧 𝑠
 (3 𝑧 2 𝑖𝑖) 𝑧 (3 + 2 𝑖𝑖)              

= 𝑒𝑒����� � ∙ 7 𝑧 8 𝑖𝑖
𝑧4 𝑖𝑖                     

= 𝑒𝑒����� � ∙ 7 𝑧 8 𝑖𝑖
𝑧4 𝑖𝑖 ∙ 𝑖𝑖

 𝑖𝑖                   

= 𝑒𝑒����� � ∙  8 + 7 𝑖𝑖 
4                    

= 𝑒𝑒�� ∙ 𝑒𝑒��� � ∙  8 + 7 𝑖𝑖 
4                 

であり，同様にして 

Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑠𝑠) , 3 + 2 𝑖𝑖 � = 𝑒𝑒�� ∙ 𝑒𝑒�� � ∙  8 𝑧 7 𝑖𝑖 
4                  

が得られる．したがって 

𝐿𝐿���𝐹𝐹(𝑠𝑠)� = Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑠𝑠) , 3 𝑧 2 𝑖𝑖 � + Res� 𝑒𝑒��𝐹𝐹(𝑠𝑠) , 3 + 2 𝑖𝑖 �             

= 𝑒𝑒�� ∙ 𝑒𝑒��� � ∙  8 + 7 𝑖𝑖 
4 + 𝑒𝑒�� ∙ 𝑒𝑒�� � ∙  8 𝑧 7 𝑖𝑖 

4                     

= 1
 4 𝑒𝑒���𝑒𝑒��� �(8 + 7 𝑖𝑖) + 𝑒𝑒�� �(8 𝑧 7 𝑖𝑖)�              

オイラーの公式 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = cos 𝑖𝑖 + 𝑖𝑖 si𝜃 𝑖𝑖 ,    𝑒𝑒𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 = cos 𝑖𝑖 𝑧 𝑖𝑖 si𝜃 𝑖𝑖 を利用する．          

= 1
 4 𝑒𝑒���(8 + 7 𝑖𝑖)(cos 2𝑡𝑡 𝑧 𝑖𝑖 si𝜃 2𝑡𝑡) + (8 𝑧 7 𝑖𝑖)(cos 2𝑡𝑡 + 𝑖𝑖 si𝜃 2𝑡𝑡)�   

= 1
 4 𝑒𝑒���(𝑧8 𝑖𝑖 + 7 + 8 𝑖𝑖 + 7) si𝜃 2𝑡𝑡 + (8 + 7 𝑖𝑖 + 8 𝑧 7 𝑖𝑖) cos 2𝑡𝑡�       

= 1
 4 𝑒𝑒��(14 si𝜃 2𝑡𝑡 + 1𝑡 cos 2𝑡𝑡)                      

= 𝑒𝑒��  � 14 
4 si𝜃 2𝑡𝑡 + 1𝑡

 4 cos 2𝑡𝑡�                      

= 𝑒𝑒�� � 7 
2 si𝜃 2𝑡𝑡 +  8 

2 cos 2𝑡𝑡�                          

=  1 
 2 𝑒𝑒��(7si𝜃2𝑡𝑡 + 8cos2𝑡𝑡) ■                     

である． 

（解答終） 
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付録 

■■ララププララスス変変換換対対応応表表■■  

・像関数の移動法則 

𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡 𝐹𝐹(𝑠𝑠𝑡 = ℒ�𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡� 𝑒𝑒��𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡 𝐹𝐹(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡 = ℒ�𝑒𝑒��𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡� 

1 1
 𝑠𝑠  𝑒𝑒�� 

1
𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠  

𝑡𝑡 1
 𝑠𝑠�  𝑡𝑡𝑒𝑒�� 

1
(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡�  

𝑡𝑡� 
2 !
 𝑠𝑠�  𝑡𝑡�𝑒𝑒�� 

2 !
(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡�  

𝑡𝑡� 
3 !
 𝑠𝑠�  𝑡𝑡�𝑒𝑒�� 

𝑛𝑛 !
(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡�  

⋮
⋮ 

⋮
⋮ 

⋮
⋮ 

⋮
⋮ 

𝑡𝑡� 
𝑛𝑛 !

 𝑠𝑠���  𝑡𝑡�𝑒𝑒�� 
𝑛𝑛 !

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡���  

sin 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔
 𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�  𝑒𝑒�� sin 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡� + 𝜔𝜔�  

cos 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠
 𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�  𝑒𝑒�� cos 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡� + 𝜔𝜔�  

sinh 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔
 𝑠𝑠� 𝑠 𝜔𝜔�  𝑒𝑒�� sinh 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡� 𝑠 𝜔𝜔�  

cosh 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠
 𝑠𝑠� 𝑠 𝜔𝜔�  𝑒𝑒�� cosh 𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠

(𝑠𝑠 𝑠 𝑠𝑠𝑡� 𝑠 𝜔𝜔�  
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𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡 𝐹𝐹(𝑠𝑠𝑡 = ℒ�𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡� 𝑡𝑡𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡 −𝐹𝐹�(𝑠𝑠𝑡 = ℒ�𝑡𝑡𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡� 

𝑒𝑒�� 1
𝑡𝑠𝑠 − 𝑠𝑠  𝑡𝑡𝑒𝑒�� 1

(𝑠𝑠 − 𝑠𝑠𝑡�  

sin𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔
𝑡𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�𝑡 𝑡𝑡 sin𝜔𝜔𝑡𝑡 2𝜔𝜔𝑠𝑠

( 𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�𝑡�  

cos𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠
𝑡𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�𝑡 𝑡𝑡 cos𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠� − 𝜔𝜔�

( 𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�𝑡�  

sinh𝜔𝜔𝑡𝑡 𝜔𝜔
𝑡𝑠𝑠� − 𝜔𝜔�𝑡 𝑡𝑡 sinh𝜔𝜔𝑡𝑡 2𝜔𝜔𝑠𝑠

( 𝑠𝑠� − 𝜔𝜔�𝑡�  

cosh𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠
𝑡𝑠𝑠� − 𝜔𝜔� 𝑡𝑡 cosh𝜔𝜔𝑡𝑡 𝑠𝑠� + 𝜔𝜔�

( 𝑠𝑠� − 𝜔𝜔�𝑡�  
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