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A Suggestion on Mathematical Materials for Freshman Education Vol.43 

~ Interior Product and Exterior Product ~ 
 

by 
 

Kenshi KIDA*1  
( received on Nov. 25, 2022  &  accepted on Jan. 11, 2023 ) 

 
ああららまましし 

 本論文においては，線形代数で学ぶ３次元数ベクトルの内積と外積について，四元数の積という見地からこの内積と外積と外

積の関連性に言及する． 
 

Abstract 
    In this paper, we give explanation of items for linear algebra. We refer to a relation between interior products and exterior products of 3-
tuple vectors, from a viewpoint of products in quaternions. 
 
キキーーワワーードド：：ベクトル, 内積，外積，，四元数，超複素数

Keywords: Vector, Interior Product, Exterior Product, Quaternion, Hypercomplex Number 

 

11..  ははじじめめにに  

 

 大学初年次で学ぶ線形代数などの科目において，３次元線形空間ℝ�の２つのベクトル 

𝒂𝒂 𝒂 (𝑎𝑎�, 𝑎𝑎�, 𝑎𝑎�) = 𝑎𝑎�𝑒𝑒� + 𝑎𝑎�𝑒𝑒� + 𝑎𝑎�𝑒𝑒� , 𝒃𝒃 𝒃 (𝑏𝑏�, 𝑏𝑏�, 𝑏𝑏�) = 𝑏𝑏�𝑒𝑒� + 𝑏𝑏�𝑒𝑒� + 𝑏𝑏�𝑒𝑒� 

（ ただし, 𝒆𝒆𝟏𝟏 = (1, 0,0), 𝒆𝒆𝟐𝟐 = (0, 1,0),      𝒆𝒆𝟑𝟑 = (0, 0,1) ） 

に対して，内積および外積が次のように定義されることを学ぶ．  

 

定定義義（（内内積積（（ススカカララーー積積，，ドドッットト積積）））） 

𝒂𝒂 𝒂 𝒂𝒂 𝒂 𝒂𝒂�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�                       

 

定定義義（（外外積積（（ベベククトトルル積積，，ククロロスス積積）））） 

𝒂𝒂 𝒂 𝒂𝒂 𝒂 � �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� , �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� , �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

�  �                  

= ( 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�, 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�, 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� )           

= �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝒆𝒆𝟏𝟏 + �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝒆𝒆𝟐𝟐 + �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝒆𝒆𝟑𝟑             

= ( 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝒆𝒆𝟏𝟏 + (𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝒆𝒆𝟐𝟐 + (𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝒆𝒆𝟑𝟑     

 

 ところが１人の大学院生の抱いた素朴な疑問として，行列の特殊な積 1)については  
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+𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 �𝑏𝑏�𝑗𝑗                         

+𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 �𝑏𝑏�𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 �𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑖𝑖                         

+𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 �𝑏𝑏�𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 �𝑏𝑏�𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖�𝑏𝑏�                         

= (𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)                         

+(𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑖𝑖                         

+(𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑗𝑗                         

+(𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑘𝑘                         

と定義される． 

 

33..  内内積積とと外外積積  

 

ハミルトンの四元数の２つの元 𝑎𝑎� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � 𝑘𝑘と𝑏𝑏� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � 𝑘𝑘の積を計算すると 

 (𝑎𝑎� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � 𝑘𝑘)(𝑏𝑏� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � 𝑘𝑘) 

= (−𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�) + (𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑖𝑖 𝑖 (−𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑗𝑗 𝑗 (𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑘𝑘     

= −(𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�) +  �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑖𝑖 𝑖 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑗𝑗 𝑗 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑘𝑘            

となり，内積に相当する項と外積に相当する項が同時に現れることがわかる． 

 しかも，Fig.1 の示したように，集合の包含関係において，内積は実数の内側，外積は複数数の外側に位置する

ことから，内積と外積と名付けられたのであろう． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ハハミミルルトトンンのの四四元元数数

複複素素数数

実実数数

外外積積 𝒂𝒂 𝒂 𝒂𝒂 𝒂 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑖𝑖 𝑖 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑗𝑗 𝑗 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑘𝑘 

内内積積 𝒂𝒂 𝒂 𝒂𝒂=𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� 

Fig.1 set inclusion relation 

ヘッダー 

― 2 ― 

例例１１（（テテンンソソルル積積（（ククロロネネッッカカーー積積）））） 

 � = �𝑎𝑎��� が 𝑚𝑚 𝑚 𝑚𝑚𝑚型行列，𝐵𝐵 = �𝑏𝑏���が𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝型行列のとき，テンソル積は 

��𝐵𝐵 = �𝑎𝑎��𝐵𝐵� = �
𝑎𝑎��𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵��𝐵𝐵

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑎��𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵��𝐵𝐵

�                  

と定義される𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚 𝑚𝑚𝑚𝑚型行列である． 

例例 2（（アアダダママーールル積積（（シシュューーアア積積）））） 

 � = �𝑎𝑎���, 𝐵𝐵 = �𝑏𝑏��� 共に 𝑚𝑚 𝑚 𝑚𝑚𝑚型行列のとき，アダマール積は 

� � 𝐵𝐵 = �𝑎𝑎��𝑏𝑏��� = �
𝑎𝑎��𝑏𝑏�� ⋯ 𝑎𝑎��𝑏𝑏��

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑎��𝑏𝑏�� ⋯ 𝑎𝑎��𝑏𝑏��

�               

で定義される𝑚𝑚 𝑚 𝑚𝑚𝑚型行列である． 

 

という名前が付けられているのに対して，内積と外積という名前が付けられていることに何か特別な理由があるのではない

かというものがあった． 

 本論文では，ハミルトンの四元数を用いて説明を試みる 2)3)． 

 

22..  ハハミミルルトトンンのの四四元元数数  

 

 記号1, 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖の形式的な実数係数一次結合全体 

ℍ = �𝑥𝑥�1 + 𝑥𝑥� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  � 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�, 𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�, 𝑥𝑥� ∈ ℝ�                   

について，演算を次のように定義する．加法は成分ごと，乗法は 

    1 は単位元,  

    𝑖𝑖� = −1,  𝑗𝑗� = −1, 𝑘𝑘� = −1, 

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖  

に基づいて，分配法則と係数に関する交換法則を用いて行う． 

 （例：2𝑘𝑘(3𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖) = 2𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘   𝑘 (−𝑗𝑗) = 2 ∙ 3𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘   𝑘 (−1)𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘  (−2)(−𝑖𝑖) = 2𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖𝑖） 

 (𝑎𝑎�1 + 𝑎𝑎� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  � 𝑘𝑘)(𝑏𝑏�1 + 𝑏𝑏� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  � 𝑘𝑘) 

= 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 �𝑏𝑏�𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  �𝑏𝑏�𝑘𝑘                         

+𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 �𝑏𝑏�𝑖𝑖� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 �𝑏𝑏�𝑖𝑖𝑖𝑖                        

+𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  �𝑏𝑏�𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  �𝑏𝑏�𝑗𝑗� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑗𝑗𝑗𝑗                        

+𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  �𝑏𝑏�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  �𝑏𝑏�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  �𝑏𝑏�𝑘𝑘�                       

= 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 �𝑏𝑏�𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  �𝑏𝑏�𝑘𝑘                         
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+𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 �𝑏𝑏�𝑗𝑗                         

+𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 �𝑏𝑏�𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 �𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑖𝑖                         

+𝑎𝑎�𝑏𝑏�𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 �𝑏𝑏�𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 �𝑏𝑏�𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖�𝑏𝑏�                         

= (𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)                         

+(𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑖𝑖                         

+(𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑗𝑗                         

+(𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑘𝑘                         

と定義される． 

 

33..  内内積積とと外外積積  

 

ハミルトンの四元数の２つの元 𝑎𝑎� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � 𝑘𝑘と𝑏𝑏� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � 𝑘𝑘の積を計算すると 

 (𝑎𝑎� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � 𝑘𝑘)(𝑏𝑏� 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 � 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � 𝑘𝑘) 

= (−𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�) + (𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑖𝑖 𝑖 (−𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑗𝑗 𝑗 (𝑎𝑎�𝑏𝑏� − 𝑎𝑎�𝑏𝑏�)𝑘𝑘     

= −(𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏�) +  �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑖𝑖 𝑖 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑗𝑗 𝑗 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑘𝑘            

となり，内積に相当する項と外積に相当する項が同時に現れることがわかる． 

 しかも，Fig.1 の示したように，集合の包含関係において，内積は実数の内側，外積は複数数の外側に位置する

ことから，内積と外積と名付けられたのであろう． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ハハミミルルトトンンのの四四元元数数

複複素素数数

実実数数

外外積積 𝒂𝒂 𝒂 𝒂𝒂 𝒂 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑖𝑖 𝑖 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑗𝑗 𝑗 �𝑎𝑎� 𝑎𝑎�
𝑏𝑏� 𝑏𝑏�

� 𝑘𝑘 

内内積積 𝒂𝒂 𝒂 𝒂𝒂=𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� + 𝑎𝑎�𝑏𝑏� 

Fig.1 set inclusion relation 
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ああららまましし 

 本論文においては，固有値の計算方法の一つとして知られるハウスホルダー行列を用いての三重対角化について，具体例を交

えながら詳しく解説する． 
 

Abstract 
    In this paper, we give explanation of an item for eigenvalue analysis. We present specially tridiagonalizations by means of Householder 
matrices with concrete examples. 
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11..  ははじじめめにに  

 

 固有値解析の手法の一つとして，ハウスホルダー法（鏡映変換）による行列の三重対角化がある 1)．まず三重対角行列は

以下のように定義される： 

定定義義（（三三重重対対角角行行列列））  

 正方行列において，対角成分とその上下の成分以外はすべて0 であるようなものを三重対角行列と呼ぶ． 

⎝
⎜
⎛ 

𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��
𝑎𝑎�� 𝑎𝑎��

0 ⋯    0
𝑎𝑎�� ⋯    0

0    𝑎𝑎��
⋮
0

⋮
0

   𝑎𝑎�� ⋯ 0
⋮
0

 ⋮
⋯ 𝑎𝑎��

 

⎠
⎟
⎞
                     

 

 与えられた対称行列に行列演算を施し，三重対角行列に変形することを三重対角化と呼ぶ．ここで，任意の対称行列 A に

対し，ハウスホルダー行列を用いた変換を繰り返すことにより，A を三重対角化できることが知られている 2)．これをハウ

スホルダー法と呼ぶ．ハウスホルダー法による行列の三重対角化の一つの例 3)として 

� � � 
1 0 1
0 1 1
1 1 0

 �                          

に対して，ハウスホルダー行列として 

� � � 
1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

 �                         

を選ぶと 
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